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練習問題 1.1（9ページ）

1 c = maと d = mbより ad = amb = bcとなる．（a, b, c, dがいずれもゼロでないとき，式 ad = bcは，

a, b, c, dを成分とする 2× 2行列がランク 1行列であることと等価である．）

2 三角形を 1周する 3つの辺はu = (5, 0),v = (−5, 12),w = (0,−12)である．それらの和はu+v+w =

(0, 0)である．長さは ||u|| = 5, ||v|| = 13, ||w|| = 12である．（52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 132 よ

り，この三角形は 3辺が 5, 12, 13である直角三角形である．3, 4, 5の直角三角形の次に登場する良い

数だ．）

3 線形結合の全体は (a) R3 における直線，(b) R3 における平面，(c) R3 の全体となる．

4 (0, 0) から伸びる v と w がそれぞれ辺であるような平行四辺形を考えると，v + w = (2, 3) と

v −w = (6,−1)はその平行四辺形の対角線となる．

w =

[

−2

2

]

v +w =

[

2

3

]

v =

[

4

1

]

v −w =

[

6

−1

]

−w

5 この問題は，平行四辺形の 2 つの対角線 v + w = (5, 1) と v − w = (1, 5) から 2 辺 v と w を

求めるもので，問題 4 の逆である．この問題では，v = (3, 3) と w = (2,−2) である．これらは，

v = 1
2 (v +w) + 1

2 (v −w)と w = 1
2 (v +w)− 1

2 (v −w)より求まる．

w

v +w

v

v −w

6 3v +w = (7, 5)および cv + dw = (2c+ d, c+ 2d)．

7 u + v + w = (0, 0, 0) および 2u + 2v + w = (u + v + w) + (u + v) = (−2, 3, 1)．u + v + w が

(0, 0, 0)となるので，ベクトル u,v,wはある平面内にある．言い換えると，u = −v −wは vと w

が張る平面内にある．

8 v = (1,−2, 1)の成分の和がゼロであり，かつ，w = (0, 1,−1)の成分の和がゼロであるため，すべて

の cv + dw について成分の和がゼロである．c = 3と d = 9のとき，3v + 9w = (3, 3,−6)となる．

3 + 3 + 6がゼロでないので，cv + dw = (3, 3, 6)には解がない．

9 c = 0, 1, 2と d = 0, 1, 2に対する c(2, 1) + d(0, 1)の 9通りの線形結合は，（傾いた）格子上にある．c

と dがすべての整数をとるとすると，その（傾いた）格子は平面全体に広がる．
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c = 0, d = 0

c = 0, d = 1

c = 0, d = 2 c = 2, d = 0

c = 2, d = 2

10 4つ目の頂点となりうる点は，(4, 4)と (4, 0)と (−2, 2)である．3通りの平行四辺形となりうる．（絵

は省略）

11 残りの 4 つの頂点は (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1) である．立方体の中心は ( 12 ,
1
2 ,

1
2 ) である．6

つの面の中心はそれぞれ ( 12 ,
1
2 , 0), (

1
2 ,

1
2 , 1), (0,

1
2 ,

1
2 ), (1,

1
2 ,

1
2 ), (

1
2 , 0,

1
2 ), (

1
2 , 1,

1
2 ) である．辺は 12 本

ある．

12 i = (1, 0, 0)と i+ j = (1, 1, 0)の線形結合の全体は xyz 空間内の xy平面となる．

13 (a)和はゼロベクトルとなる．(b)和 = −(2:00を指すベクトル = (8:00を指すのベクトル)．(c) 2:00

を指すベクトルは，水平方向から 30◦ の方向にあり，(cos π
6 , sin

π
6 ) = (

√
3/2, 1/2)である．

14 原点を 6 : 00の位置に動かすと，すべてのベクトルに j = (0, 1)が足される．したがって，12個の

ベクトルの和は 0から 12j = (0, 12)に変わる．

15 前半： u,v,wが同じ方向を向いている（逆方向でもよい）．後半：u,v,wの（非自明な）線形結合

でゼロベクトルとなるものがあり，それら 3つのベクトルが 1つの直線上にない．

16 2つの等式は c+ 3d = 14と 2c+ d = 8である．その解は c = 2と d = 4である．

17 点
3

4
v +

1

4
w は，w から v へ，その 4分の 3だけ行ったところである．点

1

4
v +

1

4
w は，原点から

u =
1

2
v +

1

2
wへ，その半分だけ行ったところである．点 v +wは 2u（平行四辺形の原点から遠い

頂点）である．

18 0 ≤ c ≤ 1と 0 ≤ d ≤ 1を満たす線形結合 cv + dwの全体は，辺が v と wである平行四辺形の内部

全体となる．例えば，v = (1, 0)とw = (0, 1)のとき，cv + dwの全体は単位正方形の内部全体とな

る．v = (a, 0)とw = (b, 0)のような特別な場合には，それらの線形結合はある線分にしかならない．

c ≥ 0と d ≥ 0のとき，v方向とw方向の間で無限に広がる「錐形」（または「くさび」）となる．例

えば，v = (1, 0)と w = (0, 1)のとき，その錐形は第 1象限全体（x ≥ 0かつ y ≥ 0）となる．

質問：w = −vのときはどうか．錐形は半平面へと広がるが，v = (1, 0)と w = (−1, 0)の線形結合

の全体はある直線にしかならない．

19 (a) 1
3u+ 1

3v + 1
3wは u,v,wで作られる三角形の中心となる． 1

2u+ 1
2wは，uと wの中点となる．

(b)三角形の内部となるのは，c≥0, d≥0, e≥0, c+ d+ e = 1のときである．

20 和 = (v − u) + (w − v) + (u−w) =ゼロベクトル．それら三角形の 3辺は 1つの平面内にある．

21 c+ d+ e = 1
2 + 1

2 + 1
2 > 1より，ベクトル 1

2 (u+ v +w)は錐形の外側にある．
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22 3次元空間内のすべてのベクトルは，（1つの平面内にない）u,v,w の線形結合により作ることがで

きる．cu+ dv の全体が平面となり，ewの形のすべてのベクトルを足すと R3 全体となる．u,v,w

が 1つの平面内にあるとき，答が異なる．

23 4次元の超立方体には，頂点が 24 = 16個，3次元面が 2 · 4 = 8個，辺が 32個ある（2次元面は 24

個ある）．

24 （事実：ある平面内にある任意の 3つのベクトル u,v,wに対し，ゼロベクトルとなる非自明な線形結

合 cu+dv+ewがある（自明な c = d = e = 0以外で．したがって，bとなる線形結合 Cu+Dv+Ew

が 1 つあれば，そのような線形結合は多数ある．特殊解 C,D,E に c, d, e や 2c, 2d, 2e を足せば作

れる．）

問題の例では，3u−2v+w = 3(1, 3)−2(2, 7)+1(1, 5) = (0, 0)が成り立つ．また，−2u+1v+0w =

b = (0, 1) が成り立つ．これら 2 つの式を足すと，u − v + w = (0, 1) が得られる．この例では，

(c, d, e) = (3,−2, 1)であり，(C,D,E) = (−2, 1, 0)である．

bとなる線形結合が存在しないようなu,v,wはありうるだろうか．答はイエスだ．ベクトル (1, 1), (2, 2),

(3, 3)は 1つの直線上にあり，bとなる線形結合は存在しない．cu+ dv + ew = 0は簡単に解くこと

ができるが，Cu+Dv + Ew = bには解が存在しない．

25 vとwが (0, 0)を通る 1つの直線上になければ，vとwの線形結合の全体は平面となる．線形結合の全

体が 4次元空間全体となるような 4つのベクトルの一例は，(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

からなる「標準基底」である．

26 cu+ dv + ew = bに対応する 3つの等式は，2c− d = 1，−c+ 2d− e = 0，−d+ 2e = 0である．3

つ目の等式から d = 2eであり，2つ目の等式に代入すると c = 3eであり，1つ目の等式に代入する

と 4e = 1となる．よって，e = 1/4, d = 2/4, c = 3/4となる．

練習問題 1.2（18ページ）

1 u·v = −2.4+2.4 = 0, u·w = −0.6+1.6 = 1, u·(v+w) = u·v+u·w = 0 + 1 = 1,w·v = 4+6 = 10．

なお，w · v = v ·wである．

2 ベクトルの長さは ∥u∥ = 1，∥v∥ = 5，∥w∥ =
√
5 である．このとき，|u · v| = 0 < 1 × 5 および

|v ·w| = 10 < 5
√
5より，シュワルツの不等式が成り立つことが確認できる．

3 単位ベクトルは v/∥v∥ = ( 45 ,
3
5 ) = (0.8, 0.6)とw/∥w∥ = (1/

√
5, 2/
√
5)である．ベクトルw, (2,−1),−w

は，それぞれ，wに対して角度 0 ◦, 90 ◦, 180 ◦ をなす．θの余弦は， v
∥v∥ · w

∥w∥ = 10/5
√
5 = 2/

√
5で

ある．

4 v,w を任意の単位ベクトルとする．(a) v · (−v) = −1．(b) (v + w) · (v − w) = v · v + w ·

v − v · w − w · w = 1 + ( ) − ( ) − 1 = 0 よって θ = 90 ◦ （v · w = w · v に注意せよ）．

(c) (v − 2w) · (v + 2w) = v · v − 4w ·w = 1− 4 = −3．
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5 u1 = v/∥v∥ = (1, 3)/
√
10と u2 = w/∥w∥ = (2, 1, 2)/3である．U1 = (3,−1)/

√
10は u1 に直交す

る（(−3, 1)/
√
10も u1 に直交する）．U2 の一例は (1,−2, 0)/

√
5である．u2 に直交するベクトルは

ある平面をなし，u2 に直交する単位ベクトルはその平面上の単位円をなす．

6 (a) w = (c, 2c)という形のすべてのベクトルが v = (2,−1)に直交する．そのようなベクトルは直線

上にある．(b) x+ y + z = 0を満たすすべてのベクトル (x, y, z)は，平面上にある．(c) (1, 1, 1)と

(1, 2, 3)の両方に直交するすべてのベクトルは，3次元空間の直線上にある．

7 (a) cos θ = v ·w/∥v∥∥w∥ = 1/(2× 1)より θ = 60◦ （または θ = π/3ラジアン）．(b) cos θ = 0よ

り θ = 90◦（または θ = π/2ラジアン）．(c) cos θ = 2/(2× 2) = 1/2より θ = 60◦（または θ = π/3

ラジアン）．(d) cos θ = −5/
√
10
√
5 = −1/

√
2より θ = 135◦ （または θ = 3π/4ラジアン）．

8 (a) 偽．vとwは，uに直交する平面内の任意の 2つのベクトルでよい．(b) 真．なぜなら，u · (v+

2w) = u · v+2u ·w = 0．(c) 真．u · v = v ·u = 0のとき，∥u− v∥2 = (u− v) · (u− v)を展開す

ると u · u+ v · v = 2となる．

9 v2w2/v1w1 = −1のとき，v2w2 = −v1w1 が成り立つ．これより，v1w1 + v2w2 = v ·w = 0．よって

vと wは直交する．ベクトル (1, 4)と (1,− 1
4 )は，内積が 1− 1 = 0となるので直交する．

10 傾き 2/1と −1/2の積は −1である．このとき，v ·w = 0であり，2つのベクトル（矢印の方向）は

直交する．

11 v ·w < 0のとき，その角度は 90◦ より大きい．wの全体は 3次元空間の半分となる．（図示は省略）

12 (1, 1)が (1, 5)− c(1, 1)に直交するのは，(1, 1) · (1, 5)− c(1, 1) · (1, 1) = 6− 2c = 0が成り立つとき

である（そのとき c = 3である）．v · (w − cv) = 0となるのは，c = v ·w/v · v が成り立つときで

ある．cvを引くことで直交なベクトルw− cvを作るのが鍵だ．訳注：この考え方は，4章で扱う射

影である．

13 互いに直交となるベクトルの組の一例は u = (1,−1, 0, 0),v = (0, 0, 1,−1),w = (1, 1,−1,−1)およ

び (1, 1, 1, 1)である．補足：それら u,v,w を (1, 1, 1, 1)に直交する 3次元超平面内で回転したとし

ても，互いに直交という性質は保たれる．

14 1
2 (x+ y) = (2 + 8)/2 = 5は 5 > 4を満たす．cos θ = 2

√
16/
√
10
√
10 = 8/10．

15 ∥v∥2 = 1 + 1 + · · ·+ 1 = 9より ∥v∥ = 3．u = v/3 = ( 13 , . . . ,
1
3 )は 9次元空間における単位ベクト

ルである．w = (1,−1, 0, . . . , 0)/
√
2は，v に直交する 8次元超平面に含まれる単位ベクトルの 1つ

である．

16 cosα = 1/
√
2，cosβ = 0，cos γ = −1/

√
2．任意のベクトル v = (v1, v2, v3)に対し，3つの軸方向

との角度の余弦は cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = (v21 + v22 + v23)/∥v∥2= 1となる．（問題の訂正：θ→ γ）

17 ∥v∥2 = 42 + 22 = 20および ∥w∥2 = (−1)2 + 22 = 5．斜辺 v +w = (3, 4)に対し，三平方の定理の

式は ∥(3, 4)∥2 = 25 = 20 + 5となる．

18 ||v+w||2 = (v+w) · (v+w) = v · (v+w)+w · (v+w)．これを展開すると，v ·v+2v ·w+w ·w

となる（さらに，||v||2 + 2||v|| ||w|| cos θ + ||w||2 に等しい）．
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19 (v −w) · (v −w) = v · v − 2v ·w +w ·wにおいて，v ·wを ∥v∥∥w∥ cos θとすると余弦定理とな

る．ここで θは，vとwの間の角度である．（θ < 90◦ のとき，内積 v ·wは正であり，v · v+w ·w

は ∥v−w∥2 よりも大きい．θ < 90 ◦ もしくは θ > 90 ◦ のとき，三平方の定理の等式 a2 + b2 = c2 が

不等式になる．）

20 2v ·w ≤ 2∥v∥∥w∥より ∥v+w∥2 = v ·v+2v ·w+w ·w ≤ ∥v∥2+2∥v∥∥w∥+∥w∥2となる．この式の

右辺は (∥v∥+∥w∥)2に等しい．両辺に対しそれぞれ平方根をとると，三角不等式 ∥v+w∥ ≤ ∥v∥+∥w∥

が得られる．

21 v21w
2
1 + 2v1w1v2w2 + v22w

2
2 ≤ v21w

2
1 + v21w

2
2 + v22w

2
1 + v22w

2
2 は正しい（4つの項が打ち消し合う）．な

ぜなら，右辺から左辺を引いた差が v21w
2
2 + v22w

2
1 − 2v1w1v2w2 = (v1w2− v2w1)

2 ≥ 0であるからだ．

22 幾何平均が算術平均より小さい（問題 14）ことより |u1||U1| ≤ 1
2 (u

2
1+U2

1 )および |u2||U2| ≤ 1
2 (u

2
2+U2

2 )

が言える．u ·U = 0.96であり，式の全体は 0.96 ≤ 0.6× 0.8+ 0.8× 0.6 ≤ 1
2 (0.6

2 +0.82)+ 1
2 (0.8

2 +

0.62) = 1となる．0.96 < 1より，これは正しい．

23 θ の余弦は cos θ = x/
√
x2 + y2 であり，1 辺の長さを斜辺の長さで割ったものである．このとき，

x2/(x2 + y2) ≤ 1より，| cos θ|2 が 1より大きくなることはない．

24 次の 2式の右辺の和は 2||v||2 + 2||w||2 となる．

||v +w||2 = (v +w) · (v +w) = v · v + v ·w +w · v +w ·w

||v −w||2 = (v −w) · (v −w) = v · v − v ·w −w · v +w ·w

25 ∥v∥ = 5と ∥w∥ = 3に対する三角不等式より，長さ ∥v −w∥は 2から 8の値をとる．シュワルツの

不等式より，内積 v ·wは −15から 15の値をとる．

26 平面内の 3本のベクトルが，互いに 90◦より大きな角度をなすことはありうる．例えば，(1, 0), (−1, 4),

(−1,−4)．平面内で，4つのベクトルが互いに 90◦ より大きな角度をなすことはあり得ない（角度の

合計が 360◦ でなければならない）．R3 や Rn において，互いに 90◦ より大きな角度をなすような

ベクトルはいくつとれるか．この問の答は，Ben Harrisと Greg Marksにより，n+ 1だと示された．

Rn における正単体（2次元における正三角形，3次元における正四面体，· · ·）において，中心から

n+1個の頂点へのベクトルは互いに内積が負である．Rnにおいて n+2個のベクトルが互いに負の

内積を持つとする．このとき，最後のベクトルに直交する超平面へ射影すると，Rn−1 次元において

互いに内積が負である n + 1本のベクトルが得られる．このような射影の操作を続けていくと，R2

における 4本のベクトルが互いに負の内積を持つことになるが，これはあり得ない．

27 4× 4の「アダマール行列」（に 1
2 を掛けた行列）の列は，互いに直交する単位ベクトルである．

1

2
H =

1

2


1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1
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上の行列の 4つの列は，長さが 1
4 + 1

4 + 1
4 + 1

4 = 1である．任意の 2つの列の内積はゼロである．

28 コマンド V = randn (2, 30);D = sqrt (diag (V ′ ∗ V )); U = V \D;により，30本のランダムな単位

ベクトルが U の列となる．さらに，u ′ ∗ U により 30個の内積からなる行ベクトルができ，その絶

対値の平均は 2/πに近い値となる．訳注：もともとの問題は 3次元ベクトルを扱っていたが，3次元

ベクトルで同じことを行うと絶対値の平均は 1/2となる．

29 4つのベクトル v1,v2,v3,v4 の和がゼロベクトルでなければならない．そのとき，四辺形の 4つの

頂点は，0，v1，v1 + v2，v1 + v2 + v3 となる．上の条件だけでは，辺のベクトル vi が交差するこ

とがあり得る．辺のベクトルが交差しないことを保証するには，どのような条件が必要だろうか．

練習問題 1.3（29ページ）

1 A1 の列空間 C(A1)は，R3 における平面である．A1 の 2つの列は線形独立である．列空間 C(A2)

は，R3 全体である．列空間 C(A3)は，R3 における直線である．列空間 C(A4)は，ゼロベクトルの

みからなる点である．

2 両方の行列に対して，線形結合 Ax = (第 1列)− 2(第 2列) + (第 3列)はゼロベクトルとなる．これ

により，線形独立な列が 2個だと分かる．したがって，C(A)は R3 における（2次元）平面である．

3 行列 Bには線形独立な列が 2個あるので，その列空間は平面である．行列 C の線形独立な列は Bと

同じ 2列であり，その列空間は B の列空間と同じになる．

4 Ax =


14

28

2

 典型的な線形結合は

2× 1 + 1× 2 + 2× 5 = 14
By =


4

8

18

 Iz = z =


z1

z2

z3



5 Ax = 1


2

4

0

+ 2


1

2

1

+ 5


2

4

0

 =


14

28

2



By = 4


1

1

1

+ 4


0

1

1

+ 10


0

0

1

 =


4

8

18



Iz = z1


1

0

0

+ z2


0

1

0

+ z3


0

0

1

 =


z1

z2

z3


6 Aには線形独立な列は 2個あり，B には 3個あり，A+ B にも 3個ある．これらの数は，それぞれ

A，B，A+B のランクである．ランクについて rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)という規則が成

り立つ．
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7 (a) A =

 1 3

2 4

 B =

 3 1

4 2

 A+B =

 4 4

6 6

 A+B のランクは 1．

(b) A =

 1 3

2 4

 B =

 −1 −3

−2 −4

 A+B =

 0 0

0 0

 A+B のランクは 0．

(c) A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 B =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 A+B = I のランクは 4．

8 Aの列空間は R3 全体である．B の列空間は R3 における直線である．C の列空間は R3 における 2

次元平面である．C にゼロ行を追加したとすると，その列空間は R4 における 2次元平面となる．

9 A =


1 1 2

1 1 1

1 2 1

 ランクが 3となるには，1の個数は最大で 7個である．

1の個数が 8個のとき，2つの列が等しくなってしまう．

10 A =

 3 9

5 15

 のランクは 1である．線形独立な列が 1個．

線形独立な行も 1個．

B =

 1 2 −5

4 8 −20

 のランクは 1である．R2 において線形独立な列が 1個．

R3 において線形独立な行が 1個．

11 (a) Aにゼロ列を追加したものが B であるとき，Aと B の列空間は等しい．行の長さが異なるの

で，Aと B の行空間は異なる．

(b) 追加されたBの第 3列が (1, 1, 1, 1, 1)のとき，Bの列空間がAの列空間と等しいかは，(1, 1, 1, 1, 1)

が C(A)に含まれているかに依存する．

(c) (第 3列) = (第 2列)− (第 1列)のとき，Aと B の列空間は等しい．

12 bが Aの列空間に含まれるとき，bは Aの列の線形結合であり，その線形結合の係数が Ax = bの

解 xを与える．例に対する解は，それぞれ (x1, x2) = (1, 1)，(1,−1)，
(
− 1

2 ,
1
2

)
である．

13 A =


1 0

−1 1

0 −1

と B =


1 0

0 2

−1 −2

とすると，A+B =


2 0

−1 3

−1 −3

は Aや B と同じ列空間

を持つ（列空間が小さくなるような例もある．例えば，B = −Aのとき，A+Bはゼロ行列となる）．

14 A =


1 0 2

3 1 9

5 0 10

のとき，(第 3列) = 2(第 1列) + 3(第 2列)である．

A =


1 4 7

2 5 8

3 6 9

のとき，(第 3列) = −1(第 1列) + 2(第 2列)である．
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A =


1 1 2

2 2 4

0 0 q

は，q ̸= 0のとき線形独立な列が 2個となる．

15 Ax = bのとき，拡大行列
[
A b

]
で追加された列 bはそれより左の列の線形結合であり，bを追加

することで列空間とランクは変化しない．

16 (a) 偽．B = −Aのとき，A+B のランクは 0となる．

(b) 真．Aの n個の列が線形独立であるとき，それらベクトルは m < nである空間 Rm には入ら

ない．したがって，m ≥ nである．

(c) 真．行列の大きさがm = n（またはm ≥ n）のとき，ランダムな成分からなる行列の列は，ほ

ぼ確実に線形独立である．

17 ランク 2：

 1 0

0 0

+
 0 0

0 1

，ランク 1：

 1 0

0 0

+
 1 0

0 0

，ランク 0：

 1 0

0 0

−
 1 0

0 0

．

18 3


1

1

1

+ 4


0

1

1

+ 5


0

0

1

 =


3

7

12

 = Sx = b

S =


1 0 0

1 1 0

1 1 1

であり，Sxにおける 3つの内積は 3, 7, 12である．

19


1 0 0

1 1 0

1 1 1




y1

y2

y3

 =


1

1

1

において，b = (第 1列)より y1 = 1, y2 = 0, y3 = 0となる．


1 0 0

1 1 0

1 1 1




y1

y2

y3

 =


1

4

9

を解くと


y1

y2

y3

 =


1

3

5

となる．最初の 3個の奇数が並ぶ．

最初の 3個の奇数の和は 32 = 9である．最初の 10個の奇数の和は 102 = 100である．

20 Sy =


1 0 0

1 1 0

1 1 1




y1

y2

y3

 =


c1

c2

c3

 の解は y =


c1

c2 − c1

c3 − c2

 である．この解は y = S−1c =


1 0 0

−1 1 0

0 −1 1




c1

c2

c3

とも書ける．S は線形独立な列からなる正方行列である．したがって S に

は，SS−1 = S−1S = I を満たす逆行列 S−1 がある．

21 3本の等式を単純化して Ax = 0を解く（このことは第 2章で扱う）．
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Ax = 0

x1 +2x2 +3x3 = 0

3x1 +5x2 +6x3 = 0

4x1 +7x2 +9x3 = 0

から始めて
(第 2行)− 3(第 1行)

(第 3行)− 4(第 1行)
を計算して

x1 +2x2 +3x3 = 0

−x2− 3x3 = 0

−x2− 3x3 = 0

を得る．x3 = 1とすると x2 = −3と x1 = 3となる．任意の cに対し，x = (3c,−3c, c)はすべて正

しい解である．

22


1 1 0

3 2 1

7 4 3

，


1 0 −1

1 1 0

0 1 1

，


0 0 0

2 1 5

3 3 6

，
 2 −1

−4 2

と
 −2 1

4 −2

 これら行列の列は

線形従属である

23 式 Ax = 0は，xが Aの各行に直交することを示す（3つの内積がゼロである）．このとき，xは A

の行の線形結合のすべてに直交する．言い換えると，xは Aの行空間（ここでは平面）に直交する．

次に示すことは，線形代数における重要な事実だ．Aの零空間に含まれる（すなわち，Ax = 0を満

たす）すべてのベクトル xは，行空間に含まれるすべてのベクトルに直交する．

練習問題 1.4（40ページ）

1 以下は，AB の 4つの方法と計算回数についてである．Aの形はm× n，B は n× pとする．

（Aの第 i行）·（B の第 k列） mp個の内積，それぞれ n回の掛け算．

A（B の第 j 列） p本の列，それぞれmn回の掛け算．

（Aの第 i行）B m本の行，それぞれ np回の掛け算．

（Aの第 j 列）（B の第 j 行） n個の行列（列 ×行），それぞれmp回の掛け算．

2 A =
[
a a a

]
は CR =

[
a

][
1 1 1

]
と分解される．

3


1 0 0

1 1 0

1 1 1




1 0 0

−1 1 0

1 −1 1

 =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

，[
1 2 3

]
4

5

6

 =
[
32

]
，


4

5

6

[
1 2 3

]
=


4 8 12

5 10 15

6 12 18

．

4 (a)
[
1 1

] 1

1

[
1 1 1

]
= 2

[
1 1 1

]
=

[
2 2 2

]
[
1 1

] 1

1

[
1 1 1

]
=

[
1 1

] 1 1 1

1 1 1

=
[
2 2 2

]

(b)

 1 2

0 1

 1 3

0 1

 1 4

0 1

 =

 1 5

0 1

 1 4

0 1

 =

 1 9

0 1


 1 2

0 1

 1 3

0 1

 1 4

0 1

 =

 1 2

0 1

 1 7

0 1

 =

 1 9

0 1
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5 Aは 7列，4行であり，各列は，4次元空間内にある．4次元空間には 5本以上の線形独立なベクト

ルをとることができないので，線形独立な列数は，4以内である（これは，問題の文章を再度書き直

しただけで，実際の証明は，3.2節にある．すなわち，m < nのとき，どんなm× nの行列 C につ

いても，連立一次方程式 Cx = 0には x = 0以外の解が存在する．ここでは，m = 4，n = 7であ

り， C の 5本以上の列は線形独立にはなりえない）．

6 A =


2 −2 1 6 0

1 −1 0 2 0

3 −3 0 6 1

 C =


2 1 0

1 0 0

3 0 1



7 CR =


2 1 0

1 0 0

3 0 1




1 −1 0 2 0

0 0 1 2 0

0 0 0 0 1

 = A （問題 6の A）

8 A =


2 2 2

0 4 4

0 0 6

 =


2 2 2

0 4 4

0 0 6




1

1

1

 = AI （A = C であり R = I である）

B =


2 2 2

0 0 4

0 0 6

 =


2 2

0 4

0 6


 1 1 0

0 0 1

 = CR

9 ランダムな 4× 4行列は，線形独立な列（その場合，C=A,R=I）を確率 1で持つ．（A = rand(4, 4)

とすると，16個の成分が 0以上 1未満の値を持つ一様分布で選ばれる．また，A = randn(4, 4)とす

ると，この 16個の成分を「釣り鐘型」の正規分布で選ぶこともできる．有限個の数から 16個の成分

を選ぶのなら，Aの列が線形従属になる確率はゼロではない．実際，16個の数字がすべて同じであ

る確率もゼロではない）．

10 Aをランダムな 4× 5の行列とすると，（上記のように randまたは randnを使って）確率 1で最初の

4列は線形独立となり，C に入ることになる．最初の 4列は確率 0で（起こらないという意味ではな

い！）線形従属となり，C は異なるものになる（C は r列を持ち、r ≤ 4となる）．

11 A =


1 0 a c

0 1 b d

0 0 0 0

0 0 0 0

 =


1 0

0 1

0 0

0 0


 1 0 a c

0 1 b d

 = CR．その他，多くの可能性がある！

12 A1 =

 1 2

1 3

 1 0 1

0 1 1

 A2 =

 1 2

1 3

 0 1 0 −1

0 0 1 2


A3 =

 2

6

[
1 0.5 1.5

]
A4 =

 1 0

0 2

 1 0 0 4

0 1 1 0
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13 C =

 1

3

，R =
[
2 4

]
のとき CR =

 2 4

6 12

，RC =
[
14

]
となる．そして，CRC = 14

42

，RCR =
[
28 56

]
となる. 興味深い事実として，Aがm× n，B が n×mのとき，AB

のm個の対角成分の和と，BAの n個の対角成分の和は等しい．例：

A =

 1 2 3

4 5 6

 B =


0 3

1 4

2 5

 AB =

 8 26

17 62

 BA =


12 15 18

17 22 27

22 29 36


8 + 62 = 12 + 22 + 36

14

 3 6

5 10

  6 −7

7 6

  2 0

3 6

  3 4

−2 −3


ランク 1 直交する列 ランク 2 A2 = I

15 1. Aの第 j 例は，C と Rの第 j 列の積．これは，C の列の線形結合である．

2. Aの第 i行は，C の第 i行と Rの積．これは，Rの行の設計結合である．

3. （C の第 i行） ·（Rの第 j列）の積により，Aij が作られる．ドット積が定義できるためには，

C の列数と Rの行数が一致している必要がある．

4. C の列数は rなので，Rの行数は rである（CRが成り立つ）．ここで C の列は線形独立であ

る（そうなるように作成した）．また，Rの行は線形独立である（r × rの正方行列を中に含む

ことから）．

16 (a)列ベクトル ABxは行列 Aを列ベクトル Bxに掛けたものである．すなわち，Aの列の線形結合

となっている．よって，C(AB) ⊆ C(A)．

(b) A =

 1 0

0 0

 B =

 0 0

0 1

のとき AB = O（ゼロ行列）となり，C(AB)はゼロベクトルのみ

なる．

17 偽．(a) Aと B がランク 1行列のとき，AB のランクは 1もしくは 0である．A = uvT, B = xyT よ

り，AB = u(vTx)yT ．よって，内積 vTxが 0となる場合 AB = O（ゼロ行列）となる．そうでな

い場合，AB のランクは 1である．

(b) A,B はともにランク 3の 3× 3行列である．この場合，「AB のランクは 3である」は真である．

これを示す一つのアプローチ：Aの 3つの列は線形独立なので，ABx = 0であれば Bx = 0であ

る．さらに，B の 3つの列は線形独立なので，Bx = 0となるのは，x = 0である場合に限られる．

(c)真．すべての 2 × 2行列 B について，AB = BAが成り立つとする．B =

 1 0

0 0

を選ぶと，
AB=

 c d

e f

 1 0

0 0

=
 1 0

0 0

 c d

e f

となる．この式より，
 c 0

e 0

=
 c d

0 0

が得られ，
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ここから，d = e = 0が導かれる．今度は，B =

 0 1

0 0

を選ぶと，AB =

 c 0

0 f

 0 1

0 0

 = 0 1

0 0

 c 0

0 f

．となり，ここから，
 0 c

0 0

=
 0 f

0 0

すなわち，c = f が得られ，A = cI

が導かれる．

18 (a) AB =

 3 4

1 2

 , BC =

 2 1

4 3


(b) (AB)C は AB =

 4 3

2 1

を列交換したものになる．
A(BC)は BC =

 4 3

2 1

を行交換したものとなり，どちらも同じ結果（ABC）となる．

19 AB =


1 0 0

1 1 0

1 1 1




1 1 1

0 1 1

0 0 1

 =


1

1

1

[
1 1 1

]
+


0

1

1

[
0 1 1

]
+


0

0

1

[
0 0 1

]

=


1 1 1

1 1 1

1 1 1

+


0 0 0

0 1 1

0 1 1

+


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 =


1 1 1

1 2 2

1 2 3



BA =


1

0

0

[
1 0 0

]
+


1

1

0

[
1 1 0

]
+


1

1

1

[
1 1 1

]
=


3 2 1

2 2 1

1 1 1


20 AB = (4×3) (3×2)にはmnp = 4×3×2 = 24回の掛け算が必要．そして，(AB)C = (4×2) (2×1)

には 4× 2× 1 = 8回がさらに必要．合計で 32回の掛け算.

BC = (3× 2) (2× 1)にはmnp = 3× 2× 1 = 6回の掛け算が必要．そして，A(BC) = (4× 3) (3× 1)

には 4× 3× 1 = 12回がさらに必要．合計で 18回の掛け算.

C が列ベクトルの場合を考えるとよく分かる．B を掛けた結果 BC は列ベクトルであり，最終的な

結果 A(BC)も列ベクトルとなる．ベクトルは行列よりも計算時間が少なくて済む！

12



練習問題 2.1（53ページ）

注意：第 1刷において，本来問題 8となるべきところの問題番号が抜けており，問題番号が 1つずつずれ

ています．本稿は第 2刷に合わせてあるので，問題番号に注意してください．

1 式 1の ℓ21 = 10
2 = 5倍を式 2から引くことによって，2x+3y = 1（式 1変化なし）と −6y = 6（新

しい式 2）を得る．丸で囲むピボットは，2と −6である．後退代入によって，−6y = 6から y = −1

を得，次に 2x+ 3y = 1から x = 2を得る．

2 (a)「行に基づく絵」の中の直線，(b)「列に基づく絵」の中のベクトル，および (c)係数行列，は変

化する．しかし，(d)解，は変化しない．

3 式 1 の − 1
2 倍を引く．（または，

1
2 倍を足す）．その結果，式 2 は 3y=3 となる．そこから，y=1

と x=5が得られる．右辺の符号を正負逆転した場合，解の符号も正負逆転し，(x, y)=(−5,−1)と

なる．

4 式 1の ℓ = c
a 倍を式 2から引く．新しく現れた 2番目のピボット（式 2の yの係数）は，d− (cb/a)

すなわち (ad− bc)/aである．ここから，y = (ag− cf)/(ad− bc)が得られる．Aの行列式が ad− bc

であることに注目．y を求める割り算が成功するためには，この行列式の値が非ゼロであることが

必要．

5 6x+ 4yは 3x+ 2yの 2倍になってる．したがって，右辺が 2 · 10 = 20でない限り，解なし．この場

合，直線 3x+2y = 10上の点全体が解となる．その直線上には，例えば (0, 5)と (4,−1)が含まれる

（2つの具体的な解）．式 1と式 2の直線はぴったり重なり，すべての解を含む．

6 特異になるのは b = 4の場合．4x+ 8yが 2x+ 4yの 2倍となる．この場合，g = 32とすれば 2本の

直線 2x+ 4y = 16と 4x+ 8y = 32が同じになり，無数の解を持つ．例えば，(8, 0)と (0, 4)が具体

的な解の例である．

7 a = 2の場合，前進消去は失敗する（行に基づく絵で，2本の直線が平行となる）．この連立一次方

程式には解がない．a = 0の場合，前進消去は一時的に行き詰まるが，行交換を行えば継続できる．

そして，3y = −3から y = −1を得，4x+ 6y = 6から x = 3を得る．

8 k = 3のとき，前進消去は失敗する．解はない（平行な 2本の直線）．k = −3のとき，式 2が 0 = 0

となり，無数の解が存在する（ぴったり重なる 2本の直線）．k = 0のとき，行交換が必要．唯一解

が求まる（一点で交わる 2本の直線）．

9 左辺を観察すると，6x − 4y は 3x − 2y の 2倍になっている．よって，解を持つためには，右辺が

b2 = 2b1 となる必要があり，その場合無数の解を持つ（行に基づく絵では 2本の平行線がぴったり重

なる）．列に基づく絵では，2本の列ベクトルが同一直線上となり，その直線上に (b1, b2)が存在する

場合にのみ解が存在する．

10 直線を示す式 y = 1が前進消去（x+ 2y = 6から x+ y = 5を引く）によって得られる．その結果，

x = 4が得られ，5x− 4y = 20− 4 = c = 16となる．
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11 (a) 1
2 (x +X, y + Y, z + Z)とすれば，もう一つ解が得られる． (b) 25枚の平面が 2点で交わるな

ら，その 2点を通る直線で全平面が交わることになる（その直線上の点はすべて解となる）．

12 前進消去の結果，上三角の連立方程式（上三角の係数行列）が得られる．そして，後退代入で解を

得る．

2x + 3y + z = 8

y + 3z = 4

8z = 8

→

x = 2

y = 1 ゼロが第 2行や第 3行のピボット位置に現れると，

z = 1 行の操作が中断される．

2x − 3y = 3

4x − 5y + z = 7

2x − y − 3z = 5

→

2x − 3y = 3

y + z = 1

2y + 3z = 2

→

2x − 3y = 3

y + z = 1

− 5z = 0

→

x = 3

y = 1

z = 0

13 第 1行の 2倍を第 2行から引くと，(d − 10)y − z = 2 となり，第 3行は y − z = 3 のままである．

d = 10の場合，第 2行と第 3行を交換して前進消去を進めることができる．d = 11の場合，この

連立方程式は特異である（解を持たない）．

14 2番目のピボット位置に，−2 − bが現れる．もし，b = −2であれば，この行を第 3行と交換する．

b = −1（特異の場合）であれば，式 (2)は −y − z = 0となるが，式 (3)と同一式になり，解は原点

を通る直線（(x, y, z) = (1, 1,−1)を通る）となる．

15 (a)
2回の行交換

が必要な例

0x + 0y + 2z = 4

x + 2y + 2z = 5

0x + 3y + 4z = 6

（まず第 1行と第 2行を交換し，

次に第 2行と第 3行を交換）

(b)

交換するが

その後に

破綻する

0x + 3y + 4z = 4

x + 2y + 2z = 5

0x + 3y + 4z = 6

（第 1行と第 3行が矛盾する）

16 第 1行と第 2行が等しい場合，第 2行は最初のステップでゼロになる．そのゼロ行を第 3行と交換す

るが，新しい第 3行にはピボットがない．第 2列がが第 1列と等しい場合，第 2列にはピボットが

ない．

17 例 x+ 2y + 3z = 0, 4x+ 8y + 12z = 0, 5x+ 10y + 15z = 0には 9個の異なる係数があるが，第 2行

と第 3行は，前進消去の結果 0 = 0となる．この場合，Ax = 0は無数の解を持つが，適当にとった

右辺の bに関して，Ax = bは解を持たない．

18 第 2行は 3y− 4z = 5となり，第 3行は (q+4)z = t− 5となる．q = −4のとき，この連立一次方程

式は特異である（3番目のピボットが見つからない）．その場合，t = 5であれば式 3は 0 = 0とな

り，無数の解が存在する．例えば z = 1を選べば，式 2は 3y − 4z = 5となり，y = 3を得，さらに

式 1から x = −9を得る．

19

a 2

a a

の前進消去が失敗するのは a = 2もしくは a = 0の場合（行列式 a2 − 2aが a = 2と a = 0

でゼロになるのに気づくだろう）．
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20 a = 2のとき等しい列が現れ，a = 4のとき等しい行が現れる．さらに，a = 0のときゼロ列が現れる．

21 s = 10のとき解が存在する．これを見つけるためには，左右 2つの式のペアを足して a+ b+ c+ d

を求める．左の 2つの式のペアから 12が得られ，右の 2つの式のペアから 2 + sが得られる．よっ

て， 2 + sが 12になるには，s = 10である．a, b, c, dに関する 4本の式は特異である！2つの解の例

は，

1 3

1 7

と
0 4

2 6

であり，A =


1 1 0 0

1 0 1 0

0 0 1 1

0 1 0 1

 b =


4

2

8

s

 U =


1 1 0 0

0 −1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0


22 MATLABでは，コマンド A(2, :) = A(2, :)− 3 ∗A(1, :)によって，第 1行の全要素の 3倍を第 2行の

全成分から引き算する．

23 ある実験では， rand(3)によって生成された行列の行交換なしの場合の第 2，第 3ピボット平均値は，

それぞれ 12
5 , 10だった．しかし，第 2，第 3ピボットは任意に大きくなることができる．その平均値

は，実は無限大である！MATLABの luコマンド（行交換あり）のコードでは，平均値は .75と .50

と .365（※）というように，はるかに安定している（Aの成分の確率分布が，一様分布（rand）で

なく正規分布（randn）の場合でも安定していて予測可能である）．

（※訳注：ピボットの平均値について、原文は .75と .50と .365であったが、実際にMATLABonline

および、Scipyの luで実験してみると .75と .37と .18が近い値のようである。）

24 A(5, 5)は 11でなく 7．その場合に，最後のピボットは 4でなく 0になる．

25 U の j 行は Aの 1, . . . , j 行の組み合わせである（行交換がない場合）．Ax = 0ならば Ux = 0であ

る．しかし，右辺が 0でなく bの場合は成り立たない（Ax = bならば Ux = Eb = L−1b）．Aが

下三角行列の場合には，U は Aの対角成分のみからなる対角行列となる（対角成分以外の成分はす

べて 0）．

26 この問題は，100本の方程式と 100の変数からなる特異な連立一次方程式 Ax = 0に関するものであ

る．Aは非可逆である．

(a) 100本の列のある線形結合によって，ゼロ列が得られる．

(b) 非常に特異な行列として，すべての成分が 1である行列 A = ones (100)がある（onesはMAT-

LAB，その他言語ですべて 1の成分を持つ行列を作るコマンド）．よりよい例は，99本のラン

ダムな行（または，第 i行に 1i, . . . , 100iのような数を入れる）を作り，第 100行に，最初の 99

行の和（またはその他の行の線形結合のうち，ゼロ成分を持たないもの）を入れた行列．

(c) 「行に基づく絵」では，100枚の平面が原点を通る 1本の直線で交わる．「列に基づく絵」では，

100本のベクトルが，99次元の同一の超平面上にある．

15



練習問題 2.2（63ページ）

1 E21 =


1 0 0

−5 1 0

0 0 1

 , E32 =


1 0 0

0 1 0

0 7 1

 , P =


1 0 0

0 0 1

0 1 0



0 1 0

1 0 0

0 0 1

 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0


2 E32E21b = (1,−5,−35)であるが，E21E32b = (1,−5, 0)である．E32 を先に適用した場合，第 3行

は第 1行の影響を受けない．

3


1 0 0

−4 1 0

0 0 1

 ,


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 ,


1 0 0

0 1 0

0 −2 1


← E21, E31E32

E = E32E31E21 =


1 0 0

−4 1 0

10 −2 1


これらの E は EA = U を作り出す正しい順序である．

E−1 = E−1
21 E−1

31 E−1
32 = L =


1 0 0

4 1 0

−2 2 1



4 第 4列は前進消去の過程で以下のように変化する：b =


1

0

0


E21→


1

−4

0


E31→


1

−4

2


E32→


1

−4

10


オリジナルの Ax = b = (1, 0, 0)は Ux = c = (1,−4,10)に変化する．さらに，後退代入によって

z = −5, y = 1
2
, x = 1

2
が得られる．これは Ax = (1, 0, 0)を満たす．

5 a33 を 7から 11に変えると，第 3ピボットは 5から 9に変わる．a33 を 7から 2に変えると，第 3

ピボットは 5からピボットなしに変わる．

6 例：


2 3 7

2 3 7

2 3 7




1

3

−1

 =


4

4

4

．すべての列が第 1列の倍数の場合，第 2ピボットは存在しない．

7 E31 の逆行列は，第 3行に第 1行の 7倍を加えたものである．消去行列の逆行列は，

E =


1 0 0

0 1 0

−7 0 1

 is E−1 =


1 0 0

0 1 0

7 0 1

であり，EE−1 = I を計算すれば，積が単位行列となるこ

とが確認できる．

8 M =

a b

c d

 , M* =

 a b

c− ℓa d− ℓb


detM* = a(d − ℓb) − b(c − ℓa)が ad − bcとなる！第 1行を第 2行から引いても，detM は変化し

ない．
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9 M=


1 0 0

0 0 1

−1 1 0


(a),(b)どちらも同じ．

交換後の新しい第 3行（もともとは第 2行だった）に対して

E31 （E21 ではない）を作用させるから．

10 同時の場合は


1 0 1

0 1 0

1 0 1

であり，順次の場合はE31E13=


2 0 1

0 1 0

1 0 1

となる．単位行列に対する操
作を例にしてテストしてみるとよい．

11 ピボットが負になる例は，A =


1 2 2

1 1 2

1 2 1

．対角成分の正負は，前進消去の過程で変化する可能性
がある．

12 最初の P は，単純な第 1行と第 3行の交換なので P 2 = I となる．よって，P−1 = P．次の P は，

P−1 =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 となる．置換行列 P の逆行列は常に転置行列である（P−1 = PT，2.4節，76

ページ）．

13

x

y

 =

 .5

−.2

 ,

 t

z

 =

−.2
.1

よって，A−1 =
1

10

 5 −2

−2 1

となる．この問題では，AA−1 = I

を列ごとに解いたことになる．これは，ガウス・ジョルダン法の基本的考え方と同じである．

14 上三角行列 U で U2 = I を満たす例として，U =

1 a

0 −1

がある（aはどんな数でもよい）．また，

−U も同じく上三角行列であり，U2 = I を満たす．

15 (a) AB = AC の両辺に A−1 を掛けることで，B = C を得る（Aが可逆行列であることを利用）．

(b) A =

1 1

1 1

に対して，B − C が

 x y

−x −y

の形の場合に AB = AC が成り立つ．

16 (a) 例えば Ax = (0, 0, 1)の場合を考えよ．式 1と式 2の和から式 3を引くと 0 = 1となることから，

非可逆．

(b) 右辺が b1 + b2 = b3 を満たす必要がある．

(c) 前進消去の過程で，第 3行がゼロ行になる．すなわち，3番目のピボットが存在しない．

17 (a) 非ゼロの列ベクトル x = (1, 1,−1)は Ax = 0の解である．

(b) 前進消去の過程で，第 1列と第 2列の最終行は 0になる．そのとき，第 3列の最終行も 0になっ

てしまう（第 3列 =第 1列 +第 2列なので）．つまり，3番目のピボットが存在しない．

18 答えはイエス．B は可逆である（B は Aに置換行列 P を掛けるだけで得られる）．Aの第 1行と第

2行を入れ替えることで B に到達したとする．このとき，A−1 の第 1列と第 2列を入れ替えること

で B−1 に到達することができる．行列を使って表現すれば，この議論の前半は B = PAであり，後

半は同じ P を使って B−1 = A−1P−1 = A−1P である．

17



19 (a) B = −Aの場合，A,B が可逆であっても，A+B はゼロ行列となり非可逆である．

(b) A =

1 0

0 0

 , B =

0 0

0 1

とすれば，A,B はともに非可逆であるが，A + B = I は可逆で

ある．

20 C = AB の両辺に左から A−1 を掛け，右から C−1 を掛けることで，A−1 = BC−1 を得る．

21 M−1 = C−1B−1A−1となるから，この両辺に左からCを掛け，右からAを掛けることで，B−1 = CM−1A

を得る．

22 B−1 = A−1

1 0

1 1

−1

= A−1

 1 0

−1 1

である．すなわち，A−1 の第 2列を第 1列から引いたもの

が B−1 である．2× 2行列だけでなく，一般の正方行列でもこれは成り立つ．

23 Aがゼロ列が存在するとき，BAにもゼロ列が存在する（BAの各列は B の列の線形結合だが，う

ち 1列が Aのゼロ列を線形結合の係数とするため，ゼロになる）．よって，BA = I には決してなら

ない．すなわち，A−1 は存在しない．

24

a b

c d

 d −b

−c a

 =

ad− bc 0

0 ad− bc

 それぞれの逆行列はお互い

他方を ad− bcで割ったもの．

25 E32E31E21 =


1

1

−1 1




1

1

−1 1




1

−1 1

1

 =


1

−1 1

0 −1 1

 = E．順序を逆にし，各

変換行列Eij の−1成分を+1に変えて掛け算すると，逆行列を得る．E−1
21 E−1

31 E−1
32 =


1

1 1

1 1 1

 =

L = E−1．対角以外の位置にある成分 1は，逆行列を掛け算することで変化しない．

26 A2B = I を A(AB) = I と書くことができる．すなわち，A−1 = AB である．

27 A ∗ ones(4, 1) =
[
4 4 4 4

]T
−

[
4 4 4 4

]T
=

[
0 0 0 0

]T
なので，Aは逆行列を

持たない．

28 16個の 0− 1行列のうち，6個が可逆である（I と P と，1が 3個ある行列の 4個）．

29

1 3 1 0

2 7 0 1

→
1 3 1 0

0 1 −2 1

→
1 0 7 −3

0 1 −2 1

 =
[
I A−1

]
1 4 1 0

3 9 0 1

→
1 4 1 0

0 −3 −3 1

→
1 0 −3 4/3

0 1 1 −1/3

 =
[
I A−1

]
30 Aは対角成分にゼロを並べて可逆にできる（例を見つけよ）．Bは各行の和がゼロであるので非可逆

である．すなわち，すべての成分が 1のベクトル x = (1, 1, 1, 1)について Bx = 0となってしまう．

31 A−1 =


2 1 1

1 2 1

1 1 2


−1

=
1

4


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

である．B

1

1

1

 =


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2



1

1

1

 =


0

0

0

 なの
で，B−1 は存在しない．
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32
[
U I

]
=


1 a b 1 0 0

0 1 c 0 1 0

0 0 1 0 0 1

→

1 a 0 1 0 −b

0 1 0 0 1 −c

0 0 1 0 0 1

→

1 0 0 1 −a ac− b

0 1 0 0 1 −c

0 0 1 0 0 1

 =
[
I U−1

]

33 (a) 真．Aがゼロ行を持つとすれば，AB もゼロ行を持ち，AB = I となる Bは存在しない．(b) 偽．

すべての成分が 1である行列は（対角成分がすべて 1であっても）逆行列を持たない．(c) 真．A−1

の逆行列は Aであり，A2 の逆行列は (A−1)2 である．

34 前進消去によってピボット aと a− bと a− bが現れる．A−1 =
1

a(a− b)


a 0 −b

−a a 0

0 −a a


c = 0あるいは c = 7あるいは c = 2の場合，行列 C は非可逆である．

35 A−1 =


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 , x = A−1


1

1

1

1

 =


2

2

2

1

この問題の Aのように，三角行列の対角要素に 1，

その上の第 2対角要素に −1，というように交互に 1と −1の成分が並ぶ「交互行列」の逆行列 A−1

は，対角要素とその上の第 2対角要素のみに 1を持つ行列になる．

36 x = (1, 1, . . . , 1)とすると，x = Px = Qxなので，(P −Q)x = 0である．どんな置換によっても，

成分がすべて 1であるベクトルは変化しない．よって，P −Qは非可逆である．

37 それぞれのブロック行列の逆行列は，

 I 0

−C I

と
 A−1 0

−D−1CA−1 D−1

と
−D I

I 0

である．
38 Aは（行交換を許した）前進消去の過程で 3つの非ゼロのピボットが現れるとき，可逆である．

練習問題 2.3（72ページ）

1 第 1行の ℓ21 = 1 倍を第 2行から引き算する．逆のステップでは L =

1 0

1 1

 となる．この L を

Ux =

1 0

1 1

x

y

 =

5

2

 = cに左から掛けると，Ax = b =

1 1

1 2

x

y

 =

5

7

となる．文字
で表現すれば，Lを Ux = cに掛けるとAx = bとなる．

2 Lc = bは

1 0

1 1

c1

c2

 =

5

7

であり，前進消去によって解は c =

5

2

である．
Ux = cは

1 1

0 1

x

y

 =

5

2

であり，後退代入によって解は x =

3

2

である．

3 EA =


1

0 1

−3 0 1



2 1 0

0 4 2

6 3 5

 =


2 1 0

0 4 2

0 0 5

 = U
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E−1 が Lであり，A = LU =


1

0 1

3 0 1



2 1 0

0 4 2

0 0 5

 =


2 1 0

0 4 2

6 3 5



4


1

0 1

0 −2 1




1

−2 1

0 0 1

A =


1 1 1

0 2 3

0 0 −6

 = U より，A =


1 0 0

2 1 0

0 2 1

 U という式は E−1
21 E−1

32 U =

LU と同じ．乗数 ℓ21 = ℓ32 = 2が Lの正しい位置に配置される．

5 E32E31E21 A =


1

1

−2 1




1

1

−3 1




1

−2 1

1



1 0 1

2 2 2

3 4 5

 である．この計算結果が，

1 0 1

0 2 0

0 0 2

 = U である．使った乗数 2, 3, 2を Lに配置すると，A =


1 0 0

2 1 0

3 2 1

U = LU

6 A =

2 4

4 11

 =

1 0

2 1

2 4

0 3

 =

1 0

2 1

2 0

0 3

1 2

0 1

=LDU である．ここで， U は LT

である．
1

4 1

0 −1 1



1 4 0

0 −4 4

0 0 4

 =


1

4 1

0 −1 1



1

−4

4



1 4 0

0 1 −1

0 0 1

=LDLT

7


a a a a

a b b b

a b c c

a b c d

=


1

1 1

1 1 1

1 1 1 1




a a a a

b− a b− a b− a

c− b c− b

d− c

条件式は，
a ̸= 0すべての

b ̸= a乗数

c ̸= bは ℓij = 1

d ̸= cである A

8 問題 8の Lは問題 7の Lと同じ．
a r r r

a b s s

a b c t

a b c d

 =


1

1 1

1 1 1

1 1 1 1




a r r r

b− r s− r s− r

c− s t− s

d− t

条件式は
a ̸= 0

b ̸= r

c ̸= s

d ̸= t

9

1 0

4 1

 c =

 2

11

前進消去で c =

2

3

．さらに，
2 4

0 1

x =

2

3

後退代入で x =

−5
3

.

Ax = b は LUx =

2 4

8 17

 x =

 2

11

．前進消去によって
2 4

0 1

x =

2

3

 = cとなる．
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10


1 0 0

1 1 0

1 1 1

 c =


4

5

6

より c =


4

1

1

さらに，

1 1 1

0 1 1

0 0 1

x =


4

1

1

より x =


3

0

1

となる．これらは

Ax = bとして，


1 1 1

1 2 2

1 2 3

x =


4

5

6

に対する前進消去と後退代入である．
11 (a)Lは I になる． (b)I は L−1 になる． (c)LU は U になる．どの問でも消去行列 E が L−1 で

あることに注意．

12 (a) LDU = L1D1U1 に Lと U の逆行列を掛けると，L−1
1 LD = D1U1U

−1 ．左辺は下三角行列で，

右辺は上三角行列．⇒両辺が対角行列．

(b) L,U,L1, U1 は対角成分がすべて 1の行列なので，D = D1．よって，L−1
1 Lと U1U

−1 はともに

I である．

13


1

1 1

0 1 1



1 1 0

1 1

1

 = LIU であり，


a a 0

a a+ b b

0 b b+ c

 = L


a

b

c

U である．

3重対角行列 Aは 2重対角行列の積 Lと U に分解される．

14 最初の行列 Aでは，Lは行の先頭の 3つのゼロ（A21, A31, A32）をそのまま保持する．しかし，U

は上部左 A24 = 0のゼロを保持しない（かもしれない）．2番目の行列 B では，Lは左下の第 4行先

頭のゼロ（A41）をそのまま保持する．U は列の上部右の第 4列先頭のゼロ（A14）をそのまま保持

する．その他，Aの 1つのゼロとB の 2つのゼロは他の数で埋まる．

15 2行 2列の上部の部分行列 A2 は，Aの最初の 2つのピボット 5, 9を持つ．理由： Aの前進消去は，

左上の角から始まる．すなわち，A2 の消去から始まる．
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1 2 0

1 2 0

0 0 0

+


0 0 0

0 3 1

0 6 2

+


0 0 0

0 0 0

0 0 2

 = A =


1 2 0

1 5 1

0 6 4



17 LTL =


1 1 1

0 1 1

0 0 1




1 0 0

1 1 0

1 1 1

=


3 2 1

2 2 1

1 1 1

およびLLT =


1 0 0

1 1 0

1 1 1




1 1 0

0 1 1

0 0 1

 =


1 1 1

1 2 2

1 2 3



練習問題 2.4（83ページ）

1 A =

1 0

9 3

 において， AT =

1 9

0 3

 , A−1 =

 1 0

−3 1/3

 , (A−1)T = (AT)−1 =

1 −3

0 1/3

．
A =

1 c

c 0

において， AT = Aおよび A−1 =
1

c2

0 c

c −1

 = (A−1)T．
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2 (AB)T =

1 2

3 7

 = BTAT であり，この答えは ATBT =

7 2

3 1

とは異なる（ただし AB = BA

のときは一致する）．AAT =

1 0

2 1

2 1

0 1

=

1 2

2 5

および ATA =

5 2

2 1

であり，ともに対
称行列である．

3 (a) ((AB)−1)T = (B−1A−1)T = (A−1)T(B−1)T．これは，(AT)−1(BT)−1 とも一致する．

(b) U が上三角行列ならば，U−1 も上三角行列である．したがって，(U−1)T は下三角行列である．

4 A =

0 1

0 0

は A2 = 0となる例である．しかし，ATAの対角成分は Aの列ベクトルそれぞれ自身

との内積である．「ATA = 0」→「ATAの対角成分がすべてゼロ」→「Aの列の長さはすべてゼロ」

→「列はすべてゼロベクトル」→「A = 0」である．

5 (a) xTAy=
[
0 1

]1 2 3

4 5 6



0

1

0

=5

(b) 計算結果の 5は，行 xTA =
[
4 5 6

]
と列 y


0

1

0

の積である．

(c) さらに，行 xT =
[
0 1

]
と Ay=

2

5

の積とも一致する．
6 MT =

AT CT

BT DT

となり，MT = M となるためには，AT = AかつBT = C かつ DT = Dとな

る必要がある．

7 (a) 偽：

 0 A

A 0

は A = AT 　の場合に限って対称行列になる．

(b) 偽：ABの転置は BTAT = BAである．よって，A,B がともに対称であっても (AB)T = ABが

成り立つには BA = AB となる必要がある．

(c) 真：可逆な対称行列は，その逆行列も対称である．最も簡単な証明は，AA−1 = I を転置するこ

とである．これから，対称でない可逆行列 Aはその逆行列 A−1 も対称でない，と言える．

(d) 真：(ABC)T = CTBTAT であり，A,B,C が対称行列なので = CBAとなる．

8 第 1列の 1 の場所（１つだけ）には n 個の選択肢があり，第 2列の 1 は n − 1 個の選択肢があり，

. . .全体で n!通りの選択肢がある．

9 異なる結果になる例：P1P2 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



1 0 0

0 0 1

0 1 0

 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

であるが，P2P1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1


である．もし，P3 と P4 が交換するペアが共通しないならば，P3P4 = P4P3 は両方の交換を表す置

換行列となる．
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10 4の位置を変えない偶置換は，(3, 1, 2, 4)と (2, 3, 1, 4)の 2つのみ．同様に，1, 2, 3それぞれどれか 1

つを固定した偶置換があと 6個ある．

さらに，(2, 1, 4, 3) と (3, 4, 1, 2) と (4, 3, 2, 1) はそれぞれ 2 つのペアを交換する偶置換．それらに

(1, 2, 3, 4)を加えると，全部で偶置換は 12個となる．

11 「逆単位行列」とも言える置換行列 P は (1, . . . , n)を (n, . . . , 1)に変換する．行と列それぞれを逆

順にする PAP で (A)11と (A)nnが場所を交換する．同様に，(A)1nと (A)n1も場所を交換する．一

般的に，書くと (PAP )ij = (A)n−i+1,n−j+1 となる．

12 PTP =I より (Px)T(Py)=xTPTPy=xTy は正しいが，一般には，Px · y=x · PTy ̸= x · Py で

ある．成り立つのは P = PT の場合（対称行列）に限る．P ̸= PT の場合に成り立たない例を示す．
0 1 0

0 0 1

1 0 0



1

2

3

 ·


1

1

2

 ̸=

1

2

3

 ·


0 1 0

0 0 1

1 0 0



1

1

2



13 PA =


0 1 0

0 0 1

1 0 0



0 0 6

1 2 3

0 4 5

 =


1 2 3

0 4 5

0 0 6

として上三角行列となる．Aの右から置換行列 P2 を

掛けると，Aの列が置換される．

元の A を下三角行列にするためには，第 2行と第 3行を交換する P1 を左から掛け，第 1列と第 3

列を交換する P2 を右から掛ける必要がある．

P1AP2 =


1

1

1

A


1

1

1

 =


6 0 0

5 4 0

3 2 1



14 巡回置換 P =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

またはその転置行列によって，P 3 = I : (1, 2, 3)→ (2, 3, 1)→ (3, 1, 2)→

(1, 2, 3)となる．単純な行交換（互換）行列では必ず P 2 = I より P 3 = P であり，P 3 = I にはなら

ない．同じ置換 P から作られる P̂ =

1 0

0 P

は 4次の置換行列であり，P̂ 4 = P̂ ̸= I となる．

15 (a) 互換行列 P が第 1行を第 4行に移動するとき，PT は第 4行を第 1行に移動する． (b) E =0 1

1 0

として，P =

E 0

0 E

 = PT は全ての行を移動させる．第 1行と第 2行が交換され，第 3

行と第 4行が交換される．

16 A，B が対称行列でれあば，A2 −B2，ABAは対称行列である．しかし，(A+B)(A−B)，ABAB

は一般に対称行列ではない．これらは，それぞれ (A−B)(A+B)，BABAを転置したものである．

17 (a) S = ST の場合，5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15個の成分を独立に選べる．

(b) Lに 10個，Dに 5個の成分があるので，LDLT には 15個の成分がある．

(c) AT = −Aの場合，対角成分はゼロになる必要があり，4 + 3 + 2 + 1 = 10個の成分を選べる．
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(d) ATAの対角成分は，||第 1行 ||2，||第 2行 ||2，. . .⇒対角成分は負にはならない．

18

1 3

3 2

 =

1 0

3 1

1 0

0 −7

1 3

0 1

;

1 b

b c

 =

1 0

b 1

1 0

0 c− b2

1 b

0 1




2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

 =


1

−1
2

1

0 −2
3

1



2

3
2

4
3



1 −1

2
0

1 −2
3

1

 = LDLT
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1

1

1

A =


1 0 1

0 1 1

2 3 4

 =


1

0 1

2 3 1



1 0 1

1 1

−1

;


1

1

1

A =


1 2 0

1 1 1

2 4 1

 =


1

1 1

2 0 1



1 2 0

−1 1

1



20 A =


0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

 = P であり L = U = I である．

この A = P の前進消去の過程では，

まず第 1-2行を交換，次に第 2-3行を交換，

最後に第 3-4行を交換する

21 置換の偶奇を判定する 1つの方法は，置換 P によって「順序が逆転するペアの数」を数えることで

ある．P がそのようなペアを偶数個を持つときは偶置換であり，奇数個持つときは奇置換である．難

しいステップは，「互換」が常にその数を 1つだけ変えることを示すことである！3回または 5回の互

換でその数は奇数になり（それは奇置換である），偶置換である単位行列にはなれない．

22 A =


0 1 2 3

1 2 3 0

2 3 0 1

3 0 1 2

 = ATはすべての行に 0, 1, 2, 3がある対称行列である．ハンケル（Hankel）行列

と呼ばれるこのような対称行列で，対角に同じ値が並ぶ行列を構成する一般的な規則を，私知らない．

23 どのように行や列の順番を変えても，
[
a b
c d

]
の a成分は移動してしまう．したがって，置換の結果は

転置行列にならない（転置操作は aを移動させない）．

24 (a) 各都市から流れ出る合計電流は，ATy =


1 0 1

−1 1 0

0 −1 −1



yBC

yCS

yBS

 =


yBC + yBS

−yBC + yCS

−yCS − yBS

で計算で
きる．(b) どちらの計算方法でも，(Ax)Ty = xT(ATy) = xByBC + xByBS − xCyBC + xCyCS −

xSyCS − xSyBS となり，6つの項からなる．

25 P =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

であり，P 3 = I となる．よって，P を 3回掛けると 360◦ 回転してもとに戻る．つ

まり，P は vを (1, 1, 1)軸に沿って 120◦ 回転させる．
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26 L(UT)−1は，下三角行列と下三角行列の積であるから，下三角行列である．UTDU の転置はUTDTUT T =

UTDU に戻るので，UTDU は対称行列である．この分解は，下三角行列（L(UT)−1）と対称行列

（UTDU）の積である．積は LDU すなわち Aとなる．

27 以下が群となる：対角成分がすべて 1の下三角行列 L，可逆な対角行列 D，置換行列 P，直交行列

Q（QT = Q−1）．対称行列，正定値行列は群ではないことに注意．

28 置換行列は全部で n!個（有限）ある．置換行列の積もまた置換行列であるから，P のべきの中には，

必ず 2つ同じものが存在する．それらを P r = P s とすると P r − s = I であり r − s ≤ n!である．

P2 =

0 1

1 0

 , P3 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

として，P =

P2

P3

は 5× 5行列であり，P 6 = I となる．

29 行列M を対称行列 S と交代行列 Aの和に分解するには，S = 1
2 (M +MT)と A = 1

2 (M −MT)が

唯一の選択である．

30 QTQ = I から始める．これをQの列を q1, q2として

 qT
1

qT
2


q1 q2

 =

 1 0

0 1

と書ける．
(a) 対角成分より，qT

1 q1 = 1, qT
2 q2 = 1：単位ベクトル

(b) それ以外の成分 qT
1 q2 = 0（一般的に qT

i qj = 0）：直交ベクトル

(c) この Qのよい例は，回転行列

cos θ − sin θ

sin θ cos θ
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練習問題 3.1（93ページ）

注 興味深い「マックス・プラス」ベクトル空間は，実数Rに−∞を追加して得られるものだ．ベクトルの和を

x+y = max(x, y)とし，スカラー倍を xy = (通常の x+ y)とする．任意の xに対し，x+0 = max(x,0) = x

を満たすようなゼロベクトル yは何か？（訳注：このマックス演算とプラス演算からなる代数系は「トロピ

カル代数」とも呼ばれる．）

1 規則 (1), (2), (8)が成り立たない．すなわち，x+ y ̸= y + x，x+ (y + z) ̸= (x+ y) + z，および，

(c1 + c2)x ̸= c1x+ c2x．

2 c(x1, x2) = (cx1, 0)のとき，規則 (5)「1と xの積は xに等しい」のみ成り立たない．ベクトルの和

を変更していないので，ベクトルの和に関する規則 (1)–(4)は依然として成り立つ．

3 (a) 集合に cxが含まれないかもしれない．すなわち，集合はスカラー倍に関して閉じていない．ま

た，規則 (3)の 0はなく，規則 (4)の −xもない．

(b) c(x+ y)は通常の意味で (xy)c であり，cx+ cyは通常の意味で (xc)(yc)であるので，これらは

等しい．c = 3，x = 2，y = 1のとき，3(2 + 1) = 8である．ゼロベクトルは数 1である．

4 行列空間Mにおけるゼロベクトルは

0 0

0 0

である． 1
2A =

1 −1

1 −1

．−A =

−2 2

−2 2

．Mの

部分空間のうち，行列 Aを含む最小の部分空間は cAすべてからなる．

5 (a) 1つの例．行列 cAすべてからなる集合は部分空間であるが，B を含まない．(b) 「イエス」．部

分空間は必ず A−B = I を含む．(c) 対角成分がすべてゼロの行列からなる部分空間．

6 f(x) = x2 および g(x) = 5xのとき，関数空間において線形結合 3f − 4gは h(x) = 3f(x)− 4g(x) =

3x2 − 20xとなる．

7 規則 (8)が成り立たない．スカラー倍 cf(x)が通常の意味で f(cx)であるとき，一般に (c1+c2)f(x) =

f((c1 + c2)x)と c1f(x) + c2f(x) = f(c1x) + f(c2x)は等しくない．

8 (a) 成分が整数であるベクトルの集合を考えると，ベクトルの和は可能であるが， 1
2 倍はできない．

(b) xy 平面から（原点のみ残し） x軸を取り除く．任意の cを掛けることができるが，ベクトルの

和ができるとは限らない．(1, 1) + (−1, 1) = (0, 2)において，右辺のベクトルはない．

9 部分空間であるものは，(a) b1 = b2を満たすベクトルからなる平面，(d) vとwの線形結合，(e) b1+

b2 + b3 = 0を満たす平面，の 3つのみである．

10 (a)

a b

0 0

の全体．(b)

a a

0 0

の全体．(c) 対角行列の全体．

11 平面 x+ y − 2z = 4に関して，(4, 0, 0)と (0, 4, 0)の和は平面上にない（この平面が (0, 0, 0)を通ら

ないことが鍵だ）．
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12 平行な平面 P0 の式は x+ y − 2z = 0である．その平面上の 2点を例えば (2, 0, 1)と (0, 2, 1)ととる

と，それらの和 (2, 2, 2)も P0 上にある．

13 平面 Pと直線 Lを含む最小の部分空間は，P（直線 Lが Pに含まれるとき）か R3（Lが Pに含ま

れないとき）である．

14 (a) 可逆行列の集合にはゼロ行列が含まれないので，可逆行列の集合は部分空間ではない．(b) 非可

逆行列の和

1 0

0 0

+

0 0

0 1

は可逆行列であり，非可逆行列の集合は部分空間ではない．
15 (a) 真．対称行列の集合は部分空間である．(b) 真．AT = −Aを満たす行列の集合は部分空間であ

る．(c) 真．あるベクトル空間からとった任意のベクトルの集合に対し，それらベクトルは元のベク

トル空間の部分空間を張る．

16 Aの列空間は，ベクトル (x, 0, 0)の全体からなる x軸，すなわち，直線である．B の列空間は，ベ

クトル (x, y, 0)の全体からなる xy 平面である．C の列空間は，ベクトル (x, 2x, 0)の全体からなる

直線である．

17 (a) 消去法により，式 2と式 3が 0 = b2−2b1と 0 = b1+b3になる．よって，解を持つのは，b2 = 2b1

かつ b3 = −b1 のときである．(b) 消去法により，式 3が 0 = b1 + b3 になる．よって，解を持つのは

b3 = −b1 のときである．

18 C の列の線形結合は，Aの列の線形結合でもある．よって，C =

1 3

2 6

と A =

1 2

2 4

の列空間
は等しい．B =

1 2

3 6

の列空間は，それらとは異なる．「空間」がキーワードだ．
19 (a) すべての bに対して解を持つ．(b) 解を持つのは b3 = 0のときである．(c) 解を持つのは b3 = b2

のときである．

20 列 bがすでに Aの列空間に含まれていなければ，bを追加すると列空間が大きくなる．

[A b ] =

1 0 1

0 0 1

 （列空間が大きくなる）
（Ax = bは解なし）

1 0 1

0 1 1

 （bが列空間に含まれる）

（Ax = bは解を持つ）

21 AB の列空間は Aの列空間に含まれる（等しいこともある）．例えば，B がゼロ行列で Aがゼロ行

列でないとき，AB はゼロ行列で，AB の列空間（ゼロベクトルのみからなる Z）は Aの列空間より

小さくなる．

22 Az = b+b∗の解は z = x+yである．bと b∗が C(A)に含まれるとき，b+b∗も C(A)に含まれる．

23 任意の 5× 5の可逆行列の列空間は R5 である．方程式 Ax = bは必ず解を持つ（x = A−1b）ので，

その可逆行列の列空間にはすべての bが含まれる．

24 (a) 偽．列空間に含まれないベクトルの集合はベクトル空間とならない．(b) 真．C(A) = {0}となるの

は，Aがゼロ行列のときのみである．(c) 真．C(A) = C(2A)．(d) 偽．A = I もしくは A =

1 0

0 0


のとき（他にもある），C(A− I) ̸= C(A)となる．
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25 A =


1 1 0

1 0 0

0 1 0

 や

1 1 2

1 0 1

0 1 1

 のとき，C(A) に


1

1

1

 が含まれない．A =


1 2 0

2 4 0

3 6 0

 のとき，
C(A)は R3 における直線である．

26 すべての bに対して Ax = bが解を持つとき，すべての bが Aの列空間に含まれる．したがって，

C(A) = R9 となる．

27 (a) u と v がいずれも S + T に含まれるとき，u = s1 + t1 と v = s2 + t2 と書ける．これより，

u + v = (s1 + s2) + (t1 + t2)も S + Tに含まれる．同様に，cu = cs1 + ct1 も S + Tに含まれる．

以上より，S + Tは部分空間である．(b) Sと Tが異なる直線であるとき，S ∪ Tは単にそれら 2つ

の直線（部分空間でない）だが，S + Tはそれらが張る平面となる．

28 S = C(A)および T = C(B)のとき，S + TはM = [A B ]の列空間である．

29 AB の列は Aの列の線形結合である．したがって，[A AB ]の列はすべて C(A)に含まれる．しか

し，A =

0 1

0 0

の列空間は，A2 =

0 0

0 0

の列空間より大きい．正方行列 Aの列空間が Rn であ

ることと，Aが可逆行列であることは同値である．

30 y = e−xと y = exは，d2y/dx2 = yの線形独立な解である．y = cosxと y = sinxは，d2y/dx2 = −y

の線形独立な解である．d2y/dx2 = −y の解からなる空間は，線形結合 A cosx + B sinx の全体で

ある．

31 xと y がベクトル空間 V ∩Wに含まれるとき，それらは VとWの両方に含まれる．これより，す

べての線形結合 cx+ dyが VとWの両方に含まれ，V ∩Wにも含まれる．

練習問題 3.2（107ページ）

1 Ax = 0のとき Rx = EAx = 0が成り立つ．また，Rx = EAx = 0のとき Ax = E−1Rx = 0が成

り立つ．

2 c = 4のとき，Aのランクは 1，ピボット列は第 1列，Ax = 0の（零空間）特殊解は (−2, 1, 0)と

(−1, 0, 1)である．c ̸= 4のとき，Aのランクは 2，ピボット列は第 1列と第 3列，零空間特殊解は

(−2, 1, 0)である．c = 0のとき，Bはゼロ行列で，ランクは 0，Bx = 0の（零空間）特殊解は (1, 0)

と (0, 1)である．c ̸= 0のとき，B のランクは 1，ピボット列は第 1列，Bx = 0の（零空間）特殊

解は (−1, 1)である．

3 R =

 1 3 0 2

0 0 1 6

．任意の 2× 2の可逆行列 C を用いて A = CRにより作られる行列はすべて

Rと同じ零空間をもつ．

4 (a) R =

1 2 0 0 0

0 0 1 2 3

 自由変数 x2, x4, x5

ピボット変数 x1, x3

(b) R =

1 0 −1

0 1 1

 自由変数 x3

ピボット変数 x1, x2
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5 自由変数 x2, x4, x5に対応する（零空間）特殊解はそれぞれ (−2, 1, 0, 0, 0)，(0, 0,−2, 1, 0)，(0, 0,−3, 0, 1)

である．

6 (a) 偽．任意の非可逆行列に自由変数がある．(b) 真．可逆行列には自由変数がない．(c) 真．ピボッ

トが含まれ得る列が n個しかない．(d) 真．ピボットが含まれ得る行がm個しかない．

7 この問題で考える行列は Rではなく U である．Rの場合には，ピボット列に 1は 1つだけしかない．

(a)


0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

，(b)


1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1

，(c)


0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

．

8 (a) R =


1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

，(b)


0 1 1 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

．これら行簡約階段形 R

のピボット列に単位行列が含まれることに注意せよ．

9 3 × 5 行列の第 4 列がすべて 0 であるとき，x4 は自由変数である．対応する零空間特殊解は x =

(0, 0, 0, 1, 0)である．なぜなら，0からなる列にその 1を掛けると Ax = 0とできるからだ．

10 第 1列と第 5列が等しいとき，x5は自由変数である．対応する零空間特殊解は (−1, 0, 0, 0, 1)である．

11 行列 Aにピボットが 5個あるとき，零空間が x = 0のみからなる．このとき列空間が R5 となる理

由は，必ず Ax = bに解が存在し，すべての bが列空間に含まれるからだ．

12 n列からなる行列にピボットが r 個あるとき，零空間特殊解は n− r 個ある．零空間が x = 0のみ

からなるのは，r = nのときである．r = mのとき，列空間は Rm 全体である．これらはすべて重

要だ！

13 数 12，3，1を順に埋めると，R3 における x− 3y − z = 12の完全解が得られる．
x

y

z

 =


12

0

0

+ y


3

1

0

+ z


1

0

1

 = (ある特殊解) + (零空間のベクトルすべて)．

14 第 5列はそれより左の列の線形結合であるため，確実に第 5列にはピボットがない．それ以外の列に

ピボットが 4つあることから，零空間特殊解は s = (1, 0, 1, 0, 1)のみである．零空間は，このベクト

ル sのスカラー倍すべてからなる（R5 における直線である）．

15 零空間特殊解が (2, 2, 1, 0)と (3, 1, 0, 1)となるのは，自由変数が x3, x4であり，R =

1 0 −2 −3

0 1 −2 −1


のときである．この Rに任意の 2× 2可逆行列を掛けたものが求める Aである．

16 A =


1 0 0 −4

0 1 0 −3

0 0 1 −2

の零空間は，零空間特殊解

4

3

2

1

を通る直線である．Aのランクは 3である．
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17 A =


1 0 −1/2

1 3 −2

5 1 −3

とすると，列空間 C(A)に


1

1

5

と

0

3

1

が含まれ，零空間 N(A)に


1

1

2

が含ま
れる．他に条件を満たす Aは存在するだろうか？

18 A =


1 0 −1

1 1 −1

0 1 0


19 A =

0 1

0 0

は N(A) = C(A)を満たす．rref(AT) =

1 0

0 0

と AT が等しくないことに注意せよ．

20 零空間と列空間が等しいとき，ピボットの数を r とすると n − r = r が成り立つ．n = 3 のとき，

3 = 2rとすることは不可能である．零空間と列空間を等しくできるのは nが偶数のときのみである．

21 Aと B のすべての列の積がゼロベクトルであるとき，B の列空間は Aの零空間に含まれる．例を

挙げると，A =

1 1

1 1

と B =

 1 1

−1 −1

．この例では，C(B)と N(A)は等しい．B = Oとする

と，C(B)は N(A)より小さい．

22 成分をランダムに選んだ 3× 3行列 Aでは，Rはほぼ確実に I となる．4× 3行列では，Rはほぼ確

実に I の下にゼロ行を 1行追加したものとなる．3× 4行列では Rはどうなるか？

23 N(A)が x = (2, 1, 0, 1)を通る直線のとき，Aにはピボットが 3個ある（4列からなり，零空間特殊

解が 1個）．行簡約階段形は R =


1 0 0 −2

0 1 0 −1

0 0 1 0

である．

24 R = [ 1 −2 −3 ]，R =

1 0 0

0 1 0

，R = I．

25 (a)

1 0

0 1

 ,

1 0

0 0

,

1 1

0 0

,

0 1

0 0

,

0 0

0 0

．(b) 8つの行列はすべて Rである！

26 B = [A A ]の零空間は，R4 の任意のベクトル yに対して x =

 y

−y

すべてからなる．
Aに対応する Rと −Aに対応する Rは等しい．なぜなら，零空間が等しいからだ（Aと −Aは行空

間も等しい．また，Aと −Aは列空間も等しいが，列空間が等しいことは Rが等しいことの必要条

件ではない．Rにより零空間と行空間が決まる）．

27 Cx = 0のとき，Ax = 0かつ Bx = 0が成り立つ．したがって，N(C) = N(A)∩N(B)（共通集合）．
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28 Aに対する R0 と R は R0 =

1 2 3

0 0 0

と R =
[
1 2 3

]
である．B と C に対する R0 と R は

R0 =


1 2 3 0 0 0

0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

と R =

1 2 3 0 0 0

0 0 0 1 2 3

である．

29 R =

0 1 0

0 0 1

と N =


1

0

0

．

30 Aと AT はランクが等しく，したがってピボットの個数も等しい．A =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

とすると，Aの

ピボット列が第 2列であるのに対し，AT のピボット列は第 1列と異なる．

31 A =


a b c

d bd
a

cd
a

g bg
a

cg
a

（ただし，a ̸= 0），B =


3 9 −4.5

1 3 −1.5

2 6 −3

，M =

a b

c bc
a

（ただし a ̸= 0）．

32 ランクが 1のとき，Rには第 2行が存在しない！

33 ピボット列とピボット行を残して得られる r× rの可逆行列は S =

1 3

1 4

，S = [ 1 ]，S =

1 0

0 1

．
34 (a) Aと B の行簡約階段形 Rが等しいので，それらの零空間は等しく，行空間も等しい．(b) Aと

B の行簡約階段形 Rが等しいとき，Aは可逆行列と B の積である．この事実は重要だ！

35 （訳注：第 1刷に原書由来の誤り．ATの (3, 6)成分は 1ではなく −1が正しい．）方程式 ATy = 0の

等式をすべて足すと 0 = 0となる．自由変数は y3, y5, y6である．ATy = 0の解は，(−1, 0, 0, 1,−1, 0)

と (0, 0,−1,−1, 0, 1)と (0,−1, 0, 0, 1,−1)の線形結合である．ループを一周する流れに着目せよ．そ

れら 3つのベクトルは，3つの小さなループを一周する流れとなっている．（訳注：消去法により零空

間特殊解を求めると，(1, 1, 1, 0, 0, 0)と (1, 0, 0,−1, 1, 0)と (1, 1, 0,−1, 0, 1)の 3つが得られる．解答

の 3つのベクトルは，消去法により得られる零空間特殊解の線形結合である．）

36 C =


1 3

2 6

2 7

．CT のピボット列を並べると

1 2

3 7

となる．Aに含まれる可逆行列 S は

1 3

2 7

．
37 AB の列空間は，ベクトル (AB)xすべてからなる．それらベクトルは A(Bx)と等しく，Aの列空

間にも含まれる．

38 行列積において，AB の各列は，対応する B の列に Aを掛けたものである．したがって，B の第 j

列が B におけるそれより左の列の線形結合であるとき，AB の第 j 列は AB におけるそれより左の

列を同じ係数で線形結合したものとなる．これより，rank(AB) ≤ rank(B)である．AB が新しいピ

ボット列を持つことはない．
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39 AB = I であり，ランクが nだとする．このとき，rank(AB) ≤ rank(A)より，rank(A) = nでなけ

ればならない．すなわち，Aは可逆行列である．B の右逆行列は，左逆行列でもあり，BA = I と

B = A−1 が成り立つ．

40 Aと B のランクは高々 2である．よって，それらの積 AB のランクも高々 2である．BAは 3 × 3

行列であるので，I とはならない（AB = I であったとしても）．

例：A =

1 0 0

0 1 0

，B =


1 0

0 1

0 0

，BA =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

．

41 A =
[
I I

]
に対して N =

 I

−I

 である．B =

I I

0 0

 に対する N は A に対する N と同じ．

C =
[
I I I

]
に対してN =


−I −I

I 0

0 I

である．
42 m× n行列 Z は，対角成分の左上から r個が 1である．それ以外の成分はすべて 0である．

43 (a) R0 =

I F

0 0

 =

 r × r r × (n−r)

(m−r)× r (m−r)× (n−r)

．(b) B =

I

0

．(c) C =
[
I 0

]
．(d) rref(RT

0 ) =I 0

0 0

．(e) rref(RT
0 R0) =

I 0

0 0

（(d)の答と同じ）．

44 行・列簡約階段形は必ず

I 0

0 0

となる．ここで I は r × rである．

45 A =


1 4 7

2 5 8

3 6 9

に対し，部分行列 W =

1 4

2 5

は可逆で W−1 =
1

3

−5 4

2 −1

である．このと

き，W−1

7

8

 =

−1
2

が成り立ち，R =

1 0 −1

0 1 2

における第 3列 F に一致する．

46 第 1ブロック行に JW−1 を掛けると第 2ブロック行ができる．

練習問題 3.3（121ページ）

1


2 4 6 4 b1

2 5 7 6 b2

2 3 5 2 b3

→

2 4 6 4 b1

0 1 1 2 b2 − b1

0 −1 −1 −2 b3 − b1

→

2 4 6 4 b1

0 1 1 2 b2 − b1

0 0 0 0 b3 + b2 − 2b1


4

−1

0

Ax = bが解を持つのは，b3 + b2 − 2b1 = 0のときである．列空間は，(2, 2, 2)と (4, 5, 3)の線形結合

すべてからなり，それは平面 b3 + b2 − 2b1 = 0だ！零空間は s1 = (−1,−1, 1, 0)と s2 = (2,−2, 0, 1)

の線形結合すべてからなる．完全解は x = xp + c1s1 + c2s2 である．
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[
R0 d

]
=


1 0 1 −2 4

0 1 1 2 −1

0 0 0 0 0

より，特殊解 xp = (4,−1, 0, 0)が求まる．

2


2 1 3 b1

6 3 9 b2

4 2 6 b3

→

2 1 3 b1

0 0 0 b2 − 3b1

0 0 0 b3 − 2b1

．これより，[R0 d ] =


1 1/2 3/2 5

0 0 0 0

0 0 0 0

となる．
Ax = bが解を持つのは，b2 − 3b1 = 0かつ b3 − 2b1 = 0のときである．列空間 C(A)は (2, 6, 4)を

通る直線であり，それは 2つの平面 b2 − 3b1 = 0と b3 − 2b1 = 0の共通部分（交線）である．零空

間は s1 = (−1/2, 1, 0)と s2 = (−3/2, 0, 1)の線形結合すべてからなる．特殊解は xp = d = (5, 0, 0)

であり，完全解は x = xp + c1s1 + c2s2 である．

3 完全解 x =

7

0

+ c

−3
1

．完全解 x =


−2

0

1

+ c


−3

1

0

．
4 完全解 x = xp + xn = (1

2
, 0, 1

2
, 0) + x2(−3, 1, 0, 0) + x4(0, 0,−2, 1)．

5


1 2 −2 b1

2 5 −4 b2

4 9 −8 b3

→

1 2 −2 b1

0 1 0 b2 − 2b1

0 0 0 b3 − 2b1 − b2

より，左の方程式が解を持つのは b3−2b1−b2 = 0

のときである．そのとき，後退代入を行えばAx = bの特殊解とAx = 0の（零空間）特殊解が求まる．

完全解は x =


5b1 − 2b2

b2 − 2b1

0

+ x3


2

0

1

．

2 0 2 b1

4 4 0 b2

8 8 0 b3

→

1 0 1 b1/2

0 1 −1 b2/4− b1/2

0 0 0 b3 − 2b2

より，右の方

程式が解を持つのは b3 = 2b2 のときである．そのとき，完全解は x =


b1/2

b2/4− b1/2

0

+ x3


−1

1

1

．
6 左の方程式が解を持つのは b2 = 2b1 かつ 3b1 − 3b3 + b4 = 0 のときである．そのとき，完全解は

x =

5b1 − 2b3

b3 − 2b1

 = xp となる．右の方程式が解を持つのは b2 = 2b1 かつ 3b1 − 3b3 + b4 = 0のとき

である．そのとき，完全解は x =


5b1 − 2b3

b3 − 2b1

0

+ x3


−1

−1

1

である．

7


1 3 1 b1

3 8 2 b2

2 4 0 b3

→

1 3 1 b2

0 −1 −1 b2 − 3b1

0 −2 −2 b3 − 2b1


もう 1ステップ消去法を進めると，

b3 −2b2 +4b1 =0のとき，

(第 3行)− 2(第 2行) + 4(第 1行) = [ 0 0 0 0 ]となる．

8 (a) すべてのベクトル bが C(A)に含まれる．行が線形独立で，ゼロベクトルとなる線形結合は，す

べての係数が 0の場合だけだ．(b) (第 3行)− 2(第 2行) = 0より，b3 = 2b2 である必要がある．
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9 (a)


x

y

z

 =


4

0

0

+ y


−1

1

0

+ z


−1

0

1

．(b)


x

y

z

 =


4

0

0

+ z


−1

0

1

．
(b)の 2つ目の式により，零空間に含まれる（零空間）特殊解が 1つなくなる．

10

1 0 −1

0 1 −1

x =

2

4

の特殊解は xp = (2, 4, 0)であり，零空間は xn = (c, c, c)からなる．そのよ

うな Aは他にも多数ある！

11 1× 3行列からなる方程式には，自由変数が少なくとも 2つある．しかし，問題 10の xnには 1つし

かない．

12 (a) Ax1 = bかつAx2 = bのとき，x = x1−x2や x = 0はAx = 0の解である．(b) A(2x1−2x2) =

0，A(2x1 − x2) = b．

13 (a) 特殊解 xp の係数は必ず 1 でなくてはならない．2xp は，Ax = 2b の解となる．(b) 任意の解

を特殊解 xp にしてよい．A のランクが n ならば，零空間に含まれる解は xn = 0 のみである．

(c)

3 3

3 3

x

y

 =

6

6

では，
1

1

（長さ √2）は
2

0

（長さ 2）より短い．(d) Aが可逆行列で

あるとき，零空間に含まれる解は xn = 0のみである．

14 第 5列にピボットがないとき，x5は自由変数である．Ax = 0の解はゼロベクトルのみではない．方

程式 Ax = bに解が存在するとき，解は無限個ある．

15 U の第 3行にピボットがないとき，第 3行はゼロ行である．Ux = cが解を持つのは，c3 = 0のとき

のみである．Ax = bは解を持たないかもしれない．なぜならば，U に他にゼロ行があり，ci = 0の

必要があるかもしれないからだ．

16 ランクは高々 3である．ランクが最大となるとき，すべての行にピボットがある．Ax = bは常に解

を持つ．列空間は R3 全体である．具体例の 1つは，任意の 3× 2行列を F として，A = [ I F ]で

ある．

17 6× 4行列のランクは高々 4である．ランクが最大となるとき，すべての列にピボットがある．列は

線形独立である．（方程式に解があれば）解は唯一である．零空間はゼロベクトルのみである．このと

き，R0 = rref(A) =

 I (4× 4)

O (2× 4)

である．
18 左の行列のランクは 2である．右の行列のランクは，q = 2のとき 2であり，それ以外のとき 3であ

る．転置行列のランクは元の行列のランクと等しい！

19 Ax1 = bおよび Ax2 = bであるとき，A(x1 − x2) = 0なので，Ax = B の任意の解に x1 − x2 を

足したものも解となる．したがって，Ax = B の解 xは唯一ではない．B が Aの列空間に含まれな

いとき，Ax = B は解を持たない．

20 Aでは，q = 3のときランクが 1であり，それ以外の qのときランクは 2である．B では，q = 6の

ときランクが 1であり，それ以外の qのときランクは 2である．Aと B のいずれも，ランクが 3と

なることはない．
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21 (a)

1

1

 [x ] =

b1

b2

の解の個数は bに依存して 0または 1である．(b)
[
1 1

]x1

x2

 = [ b ]は，す

べての bで解が無数にある．(c) Aのランク r について r < mかつ r < nのとき，解の個数は 0ま

たは∞となる．そのような最も単純な例は，ゼロ行列である．(d) Aが可逆な正方行列であるとき，

すべての bに対し解が 1個ある（例：A = I）．

22 (a) r < m，常に r ≤ nは成り立つ．(b) r = mかつ r < n．(c) r < mかつ r = n．(d) r = m = n．

23


2 4 4

0 3 6

0 0 0

→ R0 =


1 0 −2

0 1 2

0 0 0

，R =

1 0 −2

0 1 2

．

2 4 4

0 3 6

0 0 5

→ R0 = I = R．

0 0 4

0 1 0

→ R0 =

0 1 0

0 0 1

 = R．

24 Aが可逆な正方行列のとき R0 = I となる．したがって，三角行列では，対角成分がすべて非ゼロで

なければならない．

25

1 2 3 0

0 0 4 0

 →
1 2 0 0

0 0 1 0

．
1 2 3 5

0 0 4 8

 →
1 2 0 −1

0 0 1 2

．R0x = 0より，s =


−2

1

0

．自由
変数を x2 = 0とすると，xp = (−1, 0, 2)となる（ピボット列に I が含まれるため）．R0 = Rであ

ることに注意せよ．

26 [R0 0 ] =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

より，s =


0

1

0

．[R0 d ] =


1 0 0 −2

0 0 1 5
2

0 0 0 4

より，3つ目の式が 0 = 4

となって矛盾するので解はない．

27


1 0 2 3 2

1 3 2 0 5

2 0 4 9 10

→

1 0 2 3 2

0 3 0−3 3

0 0 0 3 6

→

1 0 2 0 −4

0 1 0 0 3

0 0 0 1 2

．これより，xp =


−4

3

0

2

，xn = x3


−2

0

1

0

．

28 A =


1 1

0 2

0 3

とすると，Ax =


1

2

3

の唯一解は x =

0

1

である．2× 3行列からなる方程式が唯一

解を持つことありえないので，B は存在しない．

29 A =


1 3 1

1 2 3

2 4 6

1 1 5

 は，LU =


1

1 1

2 2 1

1 2 0 1




1 3 1

0 −1 2

0 0 0

0 0 0

 と分解でき，ランクは r = 2 である．

Ax = 0および Ux = 0に対する（零空間）特殊解は s = (−7, 2, 1)である．b = (1, 3, 6, 5)は Aの

第 3列に等しいので，Ax = bの特殊解の 1つは (0, 0, 1)であり，完全解は x = (0, 0, 1) + csとなる

（自由変数を x3 = 0とした xp = (7,−2, 0)も特殊解である）. b = (1, 0, 0, 0)のとき，消去法により
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Ux = (1,−1, 0, 1)となり，その 4つ目の式が 0 = 1となって矛盾するので，この bに対しては解が

存在しない．

30 Ax =

1

3

の完全解が x =

1

0

+

0

c

であるとき，A =

1 0

3 0

である．
31 (a) Ax = 0の（零空間）特殊解が s = (2, 3, 1, 0)のみであるとき，完全解は x = cs（直線）である．

Aのランクは 4− 1 = 3である．(b) sの第 4成分 x4 は自由変数ではない．R0 =


1 0 −2 0

0 1 −3 0

0 0 0 1

．
(c) すべての bについて Ax = bは解を持つ．なぜなら，Aと R0 が行についてフルランク r = 3だ

からだ．

32 Ax = bと Cx = bの完全解が同じであるとき，Aと C は大きさが同じであり，零空間も同じであ

る（b = 0とする）．b = (Aの第 1列)のとき，Ax = bの解は x = (1, 0, . . . , 0)であり，この xは

Cx = bの解でもある．これより，Aと C の第 1列は等しい．他の列についても同様の議論が成り

立ち，A = C となる．

33 R0（ランク rのm×n行列）の列空間は，R0の r本のピボット列（m×m単位行列の最初の r列）

が張る空間である．（R0 からm− r個のゼロ行を取り除いた）Rの列空間は，r次元空間 Rr 全体で

ある．

練習問題 3.4（135ページ）

1


1 1 1

0 1 1

0 0 1



c1

c2

c3

 = 0のとき c3 = c2 = c1 = 0となる．0となる線形結合は他になく，したがって，

最初の 3つの列ベクトルは線形独立である．
1 1 1 2

0 1 1 3

0 0 1 4

c=

0

0

0

の解の 1つは c=


1

1

−4

1

である．これより，v1 + v2 − 4v3 + v4=0が成り

立つ（線形従属である）．

2 v1,v2,v3 は線形独立である（−1が異なる位置にある）．与えられた（R4 に含まれる） 6つのベク

トルがいずれも (1, 1, 1, 1) · v = 0を満たす（超）平面上にあるので，これら 6つのベクトルのうち 4

つのベクトルが線形独立となることはない．

3 a = 0のとき，(第 1列) = 0である．d = 0のとき，b(第 1列)− a(第 2列) = 0である．f = 0のと

き，すべての列の第 3成分がゼロである（ベクトルはいずれも xy平面に含まれ，3つのベクトルは

必ず線形従属となる）．
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4 Ux =


a b c

0 d e

0 0 f



x

y

z

 =


0

0

0

より，（後退代入を行うと）まず z = 0，次に y = 0，最後に x = 0が

得られる．行列が正方行列かつ三角行列のとき，対角成分がすべてゼロでないとき，行列の列は線形

独立である（行列は可逆行列である）．

5 (a)


1 2 3

3 1 2

2 3 1

→

1 2 3

0 −5 −7

0 −1 −5

→

1 2 3

0 −5 −7

0 0 −18/5

: 可逆行列⇒ 列が線形である.

(b)


1 2 −3

−3 1 2

2 −3 1

 →

1 2 −3

0 7 −7

0 −7 7

 →

1 2 −3

0 7 −7

0 0 0

 ;A


1

1

1

 =


0

0

0

 より，3 つの列の和が 0

になる．

6 第 1列，第 2列，第 4列は線形独立である．線形独立となるのは，他にも第 1列，第 3列，第 4列，

および，第 2列，第 3列，第 4列などがある（しかし，第 1列，第 2列，第 3列は線形独立ではな

い）．行列 Aにおいて線形独立となるのは，同じ列番号の組合せである（列そのものは同じではな

い！）．その理由は，第 1行の 2倍を第 4行から引くような行列 E を用いて EA = U が成り立つか

らである．つまり，Aと U は同じ零空間を持つ（列が線形従属となる性質が同じ）．

7 v1 − v2 + v3 = 0が成り立つ．なぜなら，(w2 −w3)− (w1 −w3) + (w1 −w2) = 0．したがって，

ベクトルの差は線形従属であり，「差」行列 A =


0 1 1

1 0 −1

−1 −1 0

は非可逆行列である．
8 c1(w2+w3)+ c2(w1+w3)+ c3(w1+w2) = 0のとき，(c2+ c3)w1+(c1+ c3)w2+(c1+ c2)w3 = 0

である．w1,w2,w3 は線形独立なので，c2 + c3 = c1 + c3 = c1 + c2 = 0でなければならない．その

唯一解は c1 = c2 = c3 = 0である．v1,v2,v3 の線形結合が 0となるのは，係数が c1 = c2 = c3 = 0

のときのみである．（問題 7の解答の行列 Aにおいて，−1をすべて 1に変えると，行列 Aは可逆行

列になる）．

9 (a) R3 に含まれる 4つのベクトルは，3× 4行列 Aの列である．このとき，Ax = 0には非ゼロ解が

存在する．なぜなら，自由変数が少なくとも 1つあるからだ． (b) [v1 v2 ]のランクが 0または 1

のとき，2つのベクトルは線形従属である．（「2つのベクトルが同じ直線上にある」や「一方が他方

のスカラー倍である」と言うのは問題ないが，「v2 が v1 のスカラー倍である」は正しくない．v1 が

0であるかもしれないからだ．） (c) v1 と 0の非自明な線形結合で 0となるものがある．例えば，

0v1 + 3(0, 0, 0) = (0, 0, 0)．

10 問題で与えられた平面は，A = [ 1 2 −3 −1 ]の零空間である．3つの自由変数から，3つの線形独立

な解 (x, y, z, t) = (−2, 1, 0, 0)，(3, 0, 1, 0)，(1, 0, 0, 1)が得られる．これら零空間特殊解の線形結合に

より，他の（すべての）解が得られる．

37



11 (a) R3 における直線 (b) R3 における平面 (c) R3 の全体 (d) R3 の全体．

12 Aの列空間に bが含まれるのは，Ax = bに解があるときである．Aの行空間に cが含まれるのは，

ATy = cに解があるときである．偽．なぜなら，ゼロベクトルは常に行空間に含まれるから．

13 Aと U の列空間と行空間はすべて次元が 2である．Aの行空間と U の行空間は等しい．なぜなら，

U の行は Aの行の線形結合であり，逆も成り立つからだ．

14 v = 1
2 (v +w) + 1

2 (v −w)および w = 1
2 (v +w)− 1

2 (v −w)．これら 2つのベクトルの対は，同じ

空間を張る．2つのベクトルの対が同じ空間の基底となるのは，vと wが線形独立のときである．

15 n本の線形独立なベクトルが張る空間の次元は nである．それら n本のベクトルは，その空間の基

底である．それら n 本のベクトルが行列 A の列であるとき，m は n より小さくない（m ≥ n）．

m = nのとき，行列 Aは可逆である．

16 この問題の解となる基底は唯一ではない！ (a) (1, 1, 1, 1)は，成分が等しいベクトル (c, c, c, c)す

べてからなる空間の基底である． (b) (1,−1, 0, 0), (1, 0,−1, 0), (1, 0, 0,−1)は，成分の和がゼロと

なるベクトルすべてからなる空間の基底である． (c) (1,−1,−1, 0), (1,−1, 0,−1)は，(1, 1, 0, 0)

と (1, 0, 1, 1)に直交するベクトルすべてからなる空間の基底である． (d) I の列は，I の列空間

の基底である．N(I) = Z = {0}の基底は，（慣習により）空集合とする．

17 U =

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0

の列空間は R2 なので，R2 の任意の基底を選べばよい．U の行空間の基底

には，{第 1行,第 2行 }，{第 1行, (第 1行+第 2行)}，{第 1行, (−第 2行)}などがある．

18 (a) それら 6つのベクトルは R4 を張らないかもしれない． (b) それら 6つのベクトルは線形独

立ではない． (c) 4つのベクトルをとると，基底となるかもしれない．

19 n個の列が線形独立である⇒ランク n．n個の列が Rm を張る⇒ランク m．n個の列が Rm の基

底である⇒ランク = m = n．ランクは，線形独立な列の数である．

20 基底の 1つは，{(2, 1, 0), (−3, 0, 1)}である．xy平面との共通部分の基底の 1つは {(2, 1, 0)}である．

法線ベクトル (1,−2, 3)は，平面に直交するベクトルすべてからなる部分空間の基底である．

21 (a) Ax = 0の唯一解は x = 0である．なぜなら，列が線形独立であるからだ． (b) Ax = bは

解を持つ．なぜなら，基底ベクトルは R5 を張るからだ．基底ベクトルの線形結合により，すべての

bを与えることができる．要点： Aの列が Rm の基底であるとき，すべての bに対して解が唯一存

在する．

22 (a) 真 (b) 偽．なぜなら，R6 の基底ベクトルが Sに含まれないかもしれないからだ．

23 Aと U からそれぞれ第 1列と第 2列を取り出すと，Aと U の列空間（異なる）の基底となる．Aと

U からそれぞれ第 1行と第 2行を取り出すと，Aと U の行空間（等しい）の基底となる．(1,−1, 1)

は零空間（等しい）の基底である．消去法では，行空間と零空間は変化しない．

24 (a) 偽．A = [ 1 1 ]の列は線形従属であるが，行は線形独立である． (b) 偽．A =

0 1

0 0

では，
列空間と行空間は等しくない． (c) 真．Aが可逆行列のとき，列空間と行空間の次元はいずれも

38



2である．A = O のとき，列空間と行空間の次元はいずれも 0である．そうでなければ，列空間と

行空間の次元はいずれも 1である． (d) 偽．列が線形従属のとき，列は C(A)の基底ではない．

25 (a) v1, . . .vk を列とする行列を Aとする．そして，線形独立であるような最初の n個のベクトルを

選ぶ（仮定より，列は Rn を張る）．

(b) v1, . . .vj を行とする行列を Aとする．さらに，単位行列の n個の行を Aに追加する．消去法を

行うと，線形独立な最初の j 行が残り，さらに Rn の基底に必要な残りの n− j 行が求まる．

26 c = 0かつ d = 2のとき，Aのランクは 2である．c = ±dでなければ B =

 c d

d c

のランクは 2で

ある．

27 (a) すべての対角行列からなる空間の基底：


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,


0 0 0

0 1 0

0 0 0

 ,


0 0 0

0 0 0

0 0 1



(b) すべての対称行列からなる空間の基底は，(a)の答に


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 ,


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ,


0 0 0

0 0 1

0 1 0

を
追加したものである．

(c)


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 ,


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

．
これらは，(a) すべての対角行列，(b) すべての対称行列，(c) すべての交代行列からなる空間の単純

な基底である（基底は多数存在する）．それぞれ空間の次元は，(a) 3，(b) 6，(c) 3である．

28


1 0 0

0 1 0

0 0 1

,


1 0 0

0 1 0

0 0 2

,


1 0 0

0 2 0

0 0 1

,


1 1 0

0 1 0

0 0 1

,


1 0 1

0 1 0

0 0 1

,


1 0 0

0 1 1

0 0 1

．すべての階段行列か
らなる集合は，部分空間ではない．その集合は，上三角行列からなる空間を張る（上三角行列 U は

階段行列でないかもしれない）．

29 列について成分の和がゼロ：

 1 0 0

−1 0 0

,

0 1 0

0 −1 0

,

0 0 1

0 0 −1

．列と行について成分の
和がゼロ：

 1 −1 0

−1 1 0

,

 1 0 −1

−1 0 1

．
30 (a) すべての可逆行列が張る空間は，3× 3行列すべてからなる空間Mである． (b) すべてのラン

ク 1行列が張る空間も，3× 3行列すべてからなる空間Mである． (c) I が張る空間は，I のすべ

てのスカラー倍 cI からなる空間である．

31

−1 2 0

0 0 0

,

−1 0 2

0 0 0

,

 0 0 0

−1 2 0

,

 0 0 0

−1 0 2

．次元は 4である．

32 (a) y(x) = C（定数） (b) y(x) = 3x． (c) y ′ = 3の解は，y(x) = 3x+ C = yp + yn である．
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33 y(0) = 0であるには，A+B+C = 0である必要がある．基底の 1つは {cosx−cos 2x, cosx−cos 3x}

である．

34 (a) y(x) = e2x は，y′ = 2yの解すべてからなる空間の基底である．(b) y = xは，dy/dx = y/xの解

すべてからなる空間の基底である（1階線形微分方程式⇒解空間の基底が 1つの関数からなる）．

35 y1(x), y2(x), y3(x)の例．次元 1：x, 2x, 3x．次元 2：x, 2x, x2．次元 3：x, x2, x3．

36 3次多項式関数の基底は 1, x, x2, x3である．p(1) = 0を満たす関数からなる部分空間の基底は x− 1,

x2 − 1, x3 − 1である（4次元空間に含まれる 3次元部分空間）．

37 Sの基底： (1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 0, 0,−1)．Tの基底： (1,−1, 0, 0), (0, 0, 2, 1)．共通部分 S ∩ T

は (−3, 3, 2, 1)のスカラー倍からなり，R4 における 3本の等式に対する零空間である．したがって，

その次元は 1である．

38 5× 5行列 [A b ]が可逆行列であるとき，bは Aの列の線形結合ではない．よって，Ax = bには解

がない．[A b ]が非可逆行列であり，（ランクが 4であることから）Aの 4個の列が線形独立である

とき，bはそれら 4個の列の線形結合で表わせる．このとき，Ax = bが解を持つ．

39 y ′′ = y の基底の 1つは y = ex, y = e−x である．y ′′ = −y の基底の 1つは y = cosx, y = sinxで

ある．

40 I =


1

1

1

 −


1

1

1

 +


1

1

1

 +


1

1

1

 −


1

1

1

．6つの置換行列 P は線形従属であ

る．右辺の 5つの置換行列は線形独立である．理由：4つ目の行列のみ，(1, 1)成分が P11 = 1であ

り，他の行列の線形結合では表せない．同様に，(2, 2)成分に着目すると，3つ目の行列は他の線形

結合で表せず，(3, 3)成分から 1つ目の行列は他の線形結合で表せない．同様に続けることで，5つ

の行列の係数がゼロでない線形結合によりゼロ行列ができないことが言える．挑戦問題：4× 4の置

換行列のうち，線形独立なものはいくつあるか．

41 x の成分の並び換えでできるベクトルが張る空間 S の次元は (a) x = 0 のとき 0， (b) x =

(1, 1, 1, 1)のとき 1， (c) x = (1, 1,−1,−1)のとき 3（この xの成分を並び換えしてできるベク

トルはすべて (1, 1, 1, 1)に直交する）， (d) xの成分がすべて等しい場合でなく，かつ，成分の和

がゼロでないとき 4．Sの次元が 2となるような xは存在しない．この素晴しい問題は，Mike Artin

によって与えられた．次元を高くしても答は同じになる．すなわち，空間 Sの次元は 0, 1, n− 1, nの

いずれかになる．

42 問題は，ui, vj , wk の全体が線形独立であることを言うことである．ここで，ui と vj の全体は V

の基底であり，ui と wk の全体はW の基底である．ui, vj , wk の線形結合が 0となるとする．証

明するには，そのすべての係数がゼロであることを言う必要がある．重要な考え方：0となるその線

形結合において，ui と vj からできる部分 xは V に含まれる．したがって，残るwk からできる部

分は −xとなる．このとき，−xは V にもW にも含まれる．−xが V ∩W に含まれることから，

−xは ui のみを線形結合して表すことができる．すると，0となる線形結合は，ui と vj （Vに含
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まれる線形独立なベクトル）のみからなり，ui と vj の係数はすべてゼロでなければならない．この

とき x = 0であり，wk の係数もすべてゼロである．

43 dim(V)+dim(W) = dim(V∩W)+dim(V+W)の左辺が nより大きいとき，dim(V∩W)は必ず 0

よりも大きい．したがって，V∩Wには非ゼロベクトルが存在する．より原始的な証明は次のものだ．

Vの基底ベクトルとWの基底ベクトルを並べたものを行列 Aとする．すると，Aは列数は Aの行

数よりも多く，Ax = 0に非ゼロ解が存在する．その解 xにより，(Vの基底ベクトルの線形結合) =

(Wの基底ベクトルの線形結合)の係数が分かる．

44 A2 = O（ゼロ行列）のとき，この式は Aの各列が Aの零空間に含まれることを示している．すな

わち，Aの列空間は Aの零空間に含まれる．次元定理より，列空間の次元が rのとき零空間の次元

は 10− rである．したがって，r ≤ 10− rであり，これより r ≤ 5である．

練習問題 3.5（149ページ）

1 (a) 行空間と列空間の次元は 5．零空間の次元は 9− 5 = 4．左零空間の次元は 9− 7 = 2．4つの基

本部分空間の次元の和は 5 + 5 + 4 + 2 = 16 = m+ n．

(b) 列空間は R3 である．左零空間は 0のみからなる（次元は 0である）．

2 A：行空間の基底の 1 つは (1, 2, 4)（第 1 行）．零空間の基底の 1 つは (−2, 1, 0), (−4, 0, 1)．列空

間の基底の 1 つは (1, 2)（第 1 列）．左零空間の基底の 1 つは (−2, 1)．B：行空間の基底の 1 つは

(1, 2, 4), (2, 5, 8)（両方の行）．列空間の基底の 1 つは (1, 2), (2, 5)（2 つの列）．零空間の基底の 1

つは (−4, 0, 1)．左零空間の基底は空集合である．なぜなら，B の行が線形独立であり，左零空間が

y = 0のみからなるからだ．

3 行空間の基底の 1 つは R の第 1 行と第 2 行をとったものである．列空間の基底の 1 つは，A のピ

ボット列 (1, 1, 0), (3, 4, 1)である（Rのピボット列ではない）．零空間の基底の 1つは (1, 0, 0, 0, 0),

(0, 2,−1, 0, 0), (0, 2, 0,−2, 1)．左零空間の基底の 1つは (1,−1, 1)であり，これは消去行列の逆行列

E−1 = Lの一番最後の行に等しい．

4 (a)


1 0

1 0

0 1

． (b) 不可能．r + (n − r)が 3とならないので． (c) [ 1 1 ] (d)

9 −3

3 −1


(e) 不可能．行空間と列空間が等しいためには，m = nでなければならない．このとき，m−r = n−r

より，零空間と左零空間の次元が等しい必要がある．4.1節で，N(A)と N(AT)がそれぞれ行空間と

列空間に直交することを証明する．この問題では，零空間と左零空間は同じである．

5 Vを行空間とする行列は A =

1 1 1

2 1 0

である．Vを零空間とする行列は B =
[
1 −2 1

]
であ

る．ABTはゼロ行列である（訳注：第 1刷では原文より「積 ABを計算せよ」となっていたが，AB

は計算できない）．
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6 A：行空間の次元は 2，基底は (0, 3, 3, 3), (0, 1, 0, 1)．列空間の次元は 2，基底は (3, 0, 1), (3, 0, 0)．零

空間の次元は 2，基底は (1, 0, 0, 0), (0,−1, 0, 1)．左零空間の次元は 1，基底は (0, 1, 0)．B：行空間の

次元は 1，基底は (1)．列空間の次元は 1，基底は (1, 4, 5)．零空間の次元は 0，基底は空集合．左零

空間の次元は 2，基底は (−4, 1, 0), (−5, 0, 1)．

7 3 × 3 の可逆行列 A：行空間の基底と列空間の基底はいずれも (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)．零空間と

左零空間の基底はいずれも空集合．行列 B =
[
A A

]
：行空間の基底 (1, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 1, 0),

(0, 0, 1, 0, 0, 1)．列空間の来手 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)．零空間の基底 (−1, 0, 0, 1, 0, 0), (0,−1, 0, 0, 1, 0),

(0, 0,−1, 0, 0, 1)．左零空間の基底は空集合．

8 行列 A, B, C の順に，行空間の次元は 3, 3, 0，列空間の次元は 3, 3, 0（行空間の次元に等しい），零

空間の次元は 2, 3, 2，左零空間の次元は 0, 2, 3である．

9 (a) 行空間と零空間がそれぞれ，2つの行列間で等しい．行空間の次元であるランクは等しい．(b) 列

空間と左零空間がそれぞれ，2つの行列間で等しい．列空間の次元であるランクは等しい．

10 rand(3)（3× 3のランダム行列）では，ほぼ確実にランクは 3になり，零空間と左零空間は (0, 0, 0)

のみからなる．rand(3, 5)（3× 5のランダム行列）では，ほぼ確実にランクは 3になり，零空間の次

元はほぼ確実に 2となる．

11 (a) 解がないことから，r < mとなる．また，常に r ≤ nは成り立つ．この条件では，mと nを比

較することはできない．(b) m− r > 0より，左零空間には必ず非ゼロベクトルが含まれる．

12 前半：条件を満たす行列のうまい作り方は


1 1

0 2

1 0


1 0 1

1 2 0

 =


2 2 1

2 4 0

1 0 1

というものだ．後半：
r+ (n− r) = n = 3が 2+ 2 = 4に適合しないので，行列を作ることができない．N(A)と C(AT)の

両方に含まれるベクトルは v = 0のみである．

13 (a) 偽．一般に，行空間と列空間は異なる．

(b) 真． Aと −Aでは，4つの基本部分空間がいずれも等しい．

(c) 偽．Aと B を同じ大きさの可逆行列とすると，それらは同じ 4つの基本部分空間を持つ．

14 U の非ゼロ行 (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2)をとると行空間の基底となる．零空間の基底は U の零

空間の基底と等しく，(0, 1,−2, 1)である．列空間の基底は (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)である（偶然，

C(A) = C(U) = R3 となっている）．左零空間の基底は空集合である．

15 行交換を行っても，行空間と零空間は変化しない．行交換の後に左零空間に含まれるベクトルは

(2, 1, 3, 4)である．

16 Av = 0かつ v が Aの行であるならば，v · v = 0となる．したがって，v が v 自身に直交すること

になり，v = 0でなければならない．

17 A：行空間は yz 平面であり，列空間は xy 平面である．零空間は x軸であり，左零空間は z 軸であ

る．I +A：行空間と列空間はいずれも R3 であり，零空間と左零空間はゼロベクトルのみからなる．

42



18 ある．一例：a11 = 1, a12 = 0, a13 = 1, a22 = 0, a32 = 1, a31 = 0, a23 = 1, a33 = 0, a21 = 1（ゲーム

を決定するには，5手を示す必要がある）．

19 (第 3行)− 2(第 2行) +第 1行 = (ゼロ行)となることから，ベクトル c(1,−2, 1)は左零空間に含ま

れる．偶然ながら，そのベクトルは零空間にも含まれる．

20 (a) 零空間特殊解 (−1, 2, 0, 0) と (− 1
4 , 0,−3, 1) は，R0 の行 （および，ER0 の行）に直交する．

(b) ATy = 0には，線形独立な解が 1つ存在する．それは，E−1 の最後の行である（E−1A = R0 に

はゼロ行が 1つあり，それは ATy = 0を転置したものである）．

21 (a) uとw (b) vと z (c) ランクが 2より小さくなるのは，uとwが線形従属のとき，また

は，vと z が線形従属のときである． (d) uvT +wzT のランクは 2である．

22 A =

u w


 vT

zT

 =


1 2

2 2

4 1


1 0

1 1

 =


3 2

4 2

5 1

 u,wは列空間を張る．

v, z は行空間を張る．

23 問題 22と同様．行空間の基底は (3, 0, 3), (1, 1, 2)であり，列空間の基底は (1, 4, 2), (2, 5, 7)である．

3× 2行列と 2× 3行列の積によってできる行列 Aのランクは，2つの行列それぞれのランクより大

きくなることはない．したがって，行列 Aのランクは 2以下であり，3× 3行列 Aは可逆ではない．

24 ATy = dは，dを Aの行空間に含めようとする．解 yが唯一解となるのは，Aの左零空間（AT の

零空間）が y = 0のみからなるときである．

25 (a) 真．A と AT はランクが等しい． (b) 偽．A = [ 1 0 ] と AT は異なる左零空間を持つ．

(c) 偽．C(A) = C(AT) であったとしても，A は非対称な可逆行列となり得る． (d) 真．A と

−Aでは必ず 4つの基本部分空間が等しい．AT = Aまたは AT = −Aのとき，4つの基本部分空間

は AT とも等しくなる．

26
[
a b
c d

]
をランク 1行列とするには，d = bc/aとする．このとき，行空間の基底は (a, b)となり，零空

間の基底は (−b, a)となる．これら 2つのベクトルは直交する！

27 「市松模様」行列 B と「チェス」行列 C は，いずれも p ̸= 0 のときランクが 2 である．C の第 1

行と第 2行が，C の行空間の基底である．BTy = 0には 6つの（零空間）特殊解があり，それらは

(−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0), . . . , (0, 0, 0, 0, 0,−1, 0, 1)のように −1と 1の間に 0を 1つだけ持つベクトルで

ある．N(CT)の基底の 1つは，(−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1), (0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)と I の第 3列，第 4列，第

5列，第 6列である．N(C)の基底はより難しい．N(C)に含まれるベクトルの 1つは (1, 0, . . . , 0,−1)

である．

28 A = uvT の 4つの基本部分空間は，2対の直交する直線（vと v⊥，uと u⊥）である．行列 B が同

じ 4つの基本部分空間を持つとき，c ̸= 0として B = cAである．

29 (a) X の各列が (1, 1, 1) のスカラー倍であるとき，AX = 0 となる．零空間の次元は 3 である．

(b) AX = B のとき，B の列の和がゼロベクトルとなる．列空間の次元は 6である．(c) 3× 3行列

には成分が 9つあるため，3 + 6 = dim(R3×3) = 9である．
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30 行空間が等しいことが鍵だ．それより，Aの第 1行は B の行の線形結合となるが，I に着目すると，

取り得る線形結合は 1(B の第 1行) のみである．I に対応する各行について同じことが言え，した

がって F = Gが言える．
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練習問題 4.1（162ページ）

1 零空間に含まれる 2 つのベクトルはいずれも，行空間の R3 のベクトルに直交する．A の列空間と

AT の零空間（Aの左零空間）は，R2 における直交する 2直線である（ランクが 1なので）．

2 ランクが 2である 3× 2行列の零空間は Zである（2つの列が線形独立なので，零空間はゼロベクト

ルのみからなる）．よって，xn = 0であり，行空間は R2 である．列空間は左零空間に直交する平面

であり，左零空間は R3 における直線である（ランクが 2なので）．

3 (a) 1つの方法：2つの列をそのまま使い，(第3列) = −(第 1列)−(第 2列)とする．A =


1 2 −3

2 −3 1

−3 5 −2



(b) 不可能．理由： N(A)と C(AT)は直交する部分空間である．


2

−3

5

は

1

1

1

に直交しない．

(c)


1

1

1

が C(A)に含まれ


1

0

0

が N(AT)に含まれることは不可能である．直交しないからだ．

(d) すべての行がすべての列に直交するとき，Aと Aの積はゼロ行列となる．そのような例の 1つ

は，A =
[
1 −1
1 −1

]
である．

(e) (1, 1, 1)が零空間に含まれ（列の和がゼロベクトルとなる），かつ，(1, 1, 1)が行空間にも含まれ

る．そのような行列は不可能である．

4 AB = Oのとき，B の列は Aの零空間に含まれ，Aの行は B の左零空間に含まれる．ランクが 2で

あるならば，それら 4つの基本部分空間の次元が 2以上でなくてはならないが，3× 3行列ではそれ

は不可能である．

5 (a) Ax = bが解を持ちATy = 0が成り立つとき，yは bに直交する．したがって，bTy = (Ax)Ty =

xT(ATy) = 0が成り立つ．これは，C(A)が N(AT)に直交することを改めて示している．(b) ATy =

(1, 1, 1)が解を持つとき，(1, 1, 1)は Aの行の線形結合である．よって，(1, 1, 1)は行空間に含まれ，

零空間に含まれるすべてのベクトル xに直交する．

6 3 本の等式にそれぞれ y1, y2, y3 = 1, 1,−1 を掛けて足すと 0 = 1 が導かれるので，方程式に解が

ない．部分空間の言葉で言うと，y = (1, 1,−1) は左零空間に含まれる．Ax = b が解を持つには

0 = (yTA)x = yTbである必要があるが，ここでは yTb = 1となってしまった．

7 3本の等式に y = (1, 1,−1)を掛ける．すると，x1 − x2 = 1足す x2 − x3 = 1引く x1 − x3 = 1の結

果が 0 = 1となる．要点：N(AT)に含まれるこのベクトル y は，b = (1, 1, 1)に直交しない．した

がって，bは列空間に含まれず，Ax = bには解がない．

8 図 4.3において x = xr +xn を示した．ここで，xr は行空間に含まれ，xn は零空間に含まれる．こ

のとき，Axn = 0と Ax = Axr +Axn = Axr が成り立つ．問題の例では，x = (1, 0)であり，行空
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間は (1, 1)を通る直線である．したがって，x = xr + xn =
(
1
2 ,

1
2

)
+
(
1
2 ,−

1
2

)
と分離される．ベクト

ル Axr が列空間に含まれる理由：Axは必ず C(A)に含まれる．

9 Axは必ず Aの列空間に含まれる．ATAx = 0のとき，Axは AT の零空間にも含まれる．これら部

分空間は直交する．したがって，Axはそれ自身に直交する．結論： ATAx = 0のとき Ax = 0．

10 (a) AT = Aより，Aの列空間と行空間は等しい．零空間は必ず行空間に直交するので，Aの列空間

と零空間は直交する． (b) xは零空間に含まれ，z は列空間（=行空間）に含まれる．したがっ

て，これら「固有ベクトル」 xと z は xTz = 0を満たす．

11 行列 A：零空間は (−2, 1)が張る空間．行空間は (1, 2)が張る空間．列空間は (1, 3)を通る直線．左

零空間は (3,−1)を通る直線で，(1, 3)を通る直線に直交する．

行列 B：零空間は (0, 1)が張る空間．行空間は (1, 0)が張る空間．列空間と左零空間は，Aの列空間

と左零空間にそれぞれ等しい．

12 x = (2, 0)は xr + xn = (1,−1) + (1, 1)と分離される．

13 V TW = Oより，V の各列はW の各列に直交する．これは，Vの各基底ベクトルがWの各基底ベ

クトルに直交することを意味する．このとき，Vに含まれるすべてのベクトル v（基底ベクトルの線

形結合）が，Wに含まれるすべてのベクトル wに直交する．

14 Ax = Bx̂より [A B ]

 x

−x̂

 = 0．右辺が 0であるような変数 4つ等式 3本からなる方程式は，必

ず非ゼロ解を持つ．ここでは，x = (3, 1)と x̂ = (1, 0)であり，Ax = Bx̂ = (5, 6, 5)が両方の列空間

に含まれる．R3 における 2つの平面は必ず交線を持つ．

15 Rn p 次元部分空間と q 次元部分空間は，p + q > n のとき少なくとも直接を共通集合として持つ

（VとWから取った p+ q個の基底ベクトルは線形独立になり得ない．したがって，Vの基底ベクト

ルの線形結合であり，W の基底ベクトルの線形結合でもあるような非ゼロベクトルが存在する）．

16 ATy = 0より，(Ax)Ty = xTATy = 0が導ける．このとき，y ⊥ Axであり，N(AT) ⊥ C(A)で

ある．

17 ゼロベクトルからなる R3 の部分空間を Zとするとき，Z⊥ は R3 全体である．(1, 1, 1)が張る部分空

間を Sとするとき，S⊥ は (1,−1, 0)と (1, 0,−1)が張る平面である．(1, 1, 1)と (1, 1,−1)が張る部

分空間を Tとするとき，S⊥ は (1,−1, 0)が張る直線である．

18 S⊥ は，与えられた 2つのベクトルに直交するすべてのベクトルからなる．したがって，S⊥ は A =1 5 1

2 2 2

の零空間である．Sが部分空間でなくても，S⊥ は部分空間である．

19 L⊥ は， R3 において Lに直交する 2次元部分空間（平面）である．また，(L⊥)⊥ は，L⊥ に直交す

る 1次元部分空間（直線）である．実際，(L⊥)⊥ は Lと等しい．

20 Vが R4 の空間全体であるとき，V⊥ はゼロベクトルのみからなる．さらに，(V⊥)⊥ はゼロベクトル

に直交するすべてのベクトルからなり，R4 である．したがって，(V⊥)⊥ は Vと等しい．
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21 S⊥ =

A =

1 2 2 3

1 3 3 2

 の零空間
を張るベクトルの一例は，(−5, 0, 1, 1)と (0, 1,−1, 0)である．

22 超平面 Pに直交する直線 P⊥ の基底の 1つは (1, 1, 1, 1)である．A =
[
1 1 1 1

]
の零空間は Pで

あり，Aの行空間は P⊥ である．

23 V⊥ に含まれるベクトル xは，Vに含まれるすべてのベクトルに直交する．Sに含まれるベクトルは

すべて Vに含まれるので，xは Sに含まれるベクトルすべてに直交する．したがって，V⊥に含まれ

るすべてのベクトル xは，S⊥ にも含まれる．.

24 AA−1 = I のとき，A−1 の第 1列は Aの第 2行，第 3行，. . .，第 n行に直交する．よって，A−1 の

第 1列は，それら n− 1個の行が張る空間に直交する．

25 Aの列が，互いに直交する単位ベクトルであるとき，ATA = I となる．これは単純だが重要だ！そ

のような行列を Qを書く．

26 A =


2 2 −1

−1 2 2

2 −1 2

．
この例は，列が互いに直交する行列を示している．

(ATA)ij = (Aの第 i列) · (Aの第 j 列)より，ATA = 9I は対角行列である．

列が単位ベクトルのときには，ATA = I となる．

27 直線 3x + y = b1 と 6x + 2y = b2 は平行である．b2 = 2b1 のとき，2つの直線は一致する．このと

き， (b1, b2)はベクトル (−2, 1)に直交する．2× 2行列の零空間は直線 3x+ y = 0である．零空間

に含まれるベクトルの 1つは (−1, 3)である．

28 (a) 両方の平面に (1,−1, 0)が含まれる．法線ベクトルは互いに直交するが，平面は共通部分を持つ！

R3 において 2つの平面が（ベクトル空間の意味で）直交することはありえない．(b) R5 における直

交補空間を張るには，直交するベクトルが 3つ必要である．(c) R3 における 2つの直線はゼロベク

トルで交わるが，直交するとは限らない．

29 A =


1 2 3

2 1 0

3 0 1

．B =


1 1 −1

2 −1 0

3 0 −1

．
Aは v = (1, 2, 3)を行空間と列空間に含む．B は vを列空

間と零空間に含む．vを零空間と行空間に含むことはあり

得ない．また，vを左零空間と列空間に含むこともあり得

ない．それらは直交する部分空間であるが， vTv ̸= 0より vはそれ自身に直交しないからだ．

30 AB = Oのとき，B の各列に Aを掛けるとゼロベクトルとなるので，B の列空間は Aの零空間に含

まれる．したがって，C(B)の次元は N(A)の次元以下となる．これより，rank(B) ≤ 4− rank(A)で

ある．

31 null(N ′)により，（N(A)に直交する） Aの行空間の基底が求まる．

32 rTn = 0および cTℓ = 0である必要がある．そのような行列 Aは，a ̸= 0として A = acrT という

形で表される．

33 r1 と r2 の両方が，n1 と n2 の両方に直交する．また，c1 と c2 の両方が，ℓ1 と ℓ2 の両方に直交す

る．また，各対（r1 と r2，n1 と n2，c1 と c2，および，ℓ1 と ℓ2）は線形独立でなければならない．

事実：そのような行列 Aは，2× 2の可逆行列M を用いて [c1 c2]M [r1 r2]
T という形で表される．
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練習問題 4.2（174ページ）

1 (a) aTb/aTa = 5/3．射影 p = 5a/3 = (5/3, 5/3, 5/3)．e = (−2, 1, 1)/3．

(b) aTb/aTa = −1．射影 p = −a．e = 0．

2 (a) a = (1, 0)を通る直線への b = (cos θ, sin θ)の射影は p = (cos θ, 0)である．(b) a = (1,−1)を通

る直線への b = (1, 1)の射影は p = (0, 0)である．なぜなら，aTb = 0だからだ．

(a)の図において，bは水平方向の aに対して角度 θの方向にある．(b)の図では，ベクトル aと bは

90◦ 度の角をなす．

3 (a)に対応する射影行列は P1 =
1

3


1 1 1

1 1 1

1 1 1

であり，P1b =
1

3


5

5

5

となる．(b)に対応する射影行

列は P2 =
1

11


1 3 1

3 9 3

1 3 1

であり，P2b =


1

3

1

となる．

4 (a)に対応する射影行列は P1 =

1 0

0 0

であり，(b)に対応する射影行列は P2 =
aaT

aTa
=

1

2

 1 −1

−1 1


である．P1は (1, 0)を通る直線へ射影し，P2は (1,−1)を通る直線へ射影する．P1P2 ̸= Oと P1+P2

は射影行列ではない．(P1 + P2)
2 は P1 + P2 と異なる．

5 P1 =
1

9


1 −2 −2

−2 4 4

−2 4 4

 と P2 =
1

9


4 4 −2

4 4 −2

−2 −2 1

．P1 と P2 は，それぞれ a1 = (−1, 2, 2) と

a2 = (2, 2,−1)を通る直線への射影行列である．a1 ⊥ a2 なので，P1P2 = O（ゼロ行列）となる．

6 p1 = ( 19 ,−
2
9 ,−

2
9 )，p2 = ( 49 ,

4
9 ,−

2
9 )，p3 = ( 49 ,−

2
9 ,

4
9 )．よって，p1 + p2 + p3 = b．

7 P1 + P2 + P3 =
1

9


1 −2 −2

−2 4 4

−2 4 4

 +
1

9


4 4 −2

4 4 −2

−2 −2 1

 +
1

9


4 −2 4

−2 1 −2

4 −2 4

 = I．直交するベクト

ルへの射影ベクトルを足して，より大きな空間への射影行列を求めることができる．これは重要だ．

8 a1 = (1, 0) を通る直線と a = (1, 2) を通る直線への b = (1, 1) の射影は，それぞれ p1 = (1, 0) と

p2 = 3
5 (1, 2)である．このとき，p1 + p2 ̸= bである．ベクトル a1 と a2 が直交しないので，射影の

和 p1 + p2 は，2つのベクトル a1 と a2 が張る空間への射影とはならない．

9 Aは可逆行列なので，P = A(ATA)−1AT を AA−1(AT)−1AT = I と分けて計算することができる．

ここで，I は R2 全体への射影行列である．

10 P2 =
a2a

T
2

aT
2 a2

=

0.2 0.4

0.4 0.8

，P2a1 =

0.2

0.4

，P1 =
a1a

T
1

aT
1 a1

=

1 0

0 0

，P1P2a1 =

0.2

0

．この
P1P2a1 は a1 = (1, 0)に等しくない．P1P2 ̸= (P1P2)

2 であり，P1P2 は射影行列ではない．
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11 (a) p = A(ATA)−1ATb = (2, 3, 0)，e = (0, 0, 4)，ATe = 0．

(b) bが Aの列空間に含まれるので，p = (4, 4, 6)と e=0となる．

12 Aの列空間（xy平面）への射影行列は P1 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

である．(b)に対する列空間への射影行列は

P2 = A(ATA)−1AT =


0.5 0.5 0

0.5 0.5 0

0 0 1

である．P 2
2 = P2 が成り立ち，P2 は確かに射影行列である．

13 A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

，P =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

（正方行列），p = P


1

2

3

4

 =


1

2

3

0

．

14 A の列空間への b の射影は b そのものである．なぜなら，b が列空間に含まれるからだ．しか

し，P は I になるとは限らない．後半の問において，b = 2(Aの第 2列) であることに注意せよ．

A =


0 1

1 2

2 0

のとき P =
1

21


5 8 −4

8 17 2

−4 2 20

であり，b = Pb = p =


0

2

4

である．
15 2Aの列空間は，Aの列空間に等しい．よって，射影行列 P は Aと 2Aで同じになる．しかし，2A

に対する x̂は，Aに対する x̂の半分になる．

16 1
2 (1, 2,−1) +

3
2 (1, 0, 1) = (2, 1, 1)．これより，bは 2つのベクトルが張る平面に含まれる．射影を計

算すると Pb = bとなる．

17 P 2 = P のとき，(I − P )2 = (I − P )(I − P ) = I − PI − IP + P 2 = I − P となる．Aの列空間へ

の射影行列が P であるとき，I − P は Aの左零空間への射影行列である．

18 (a) I − P は，(1, 1)に直交する方向である，(1,−1)を通る直線への射影行列である．(b) I − P は，

(1, 1, 1)に直交する平面 x+ y + z = 0への射影行列である．

19 平面 x− y − 2z = 0の任意の基底ベクトルをとる．例えば，(1, 1, 0)と (2, 0, 1)とする．射影行列は

P = A(ATA)−1AT =


5/6 1/6 1/3

1/6 5/6 −1/3

1/3 −1/3 1/3

となる．

20 e =


1

−1

−2

，Q = eeT

eTe =


1/6 −1/6 −1/3

−1/6 1/6 1/3

−1/3 1/3 2/3

，I −Q =


5/6 1/6 1/3

1/6 5/6 −1/3

1/3 −1/3 1/3

．
21

(
A(ATA)−1AT

)2
= A(ATA)−1(ATA)(ATA)−1AT = A(ATA)−1AT．よって，P 2 = P が成り立つ．

Pbは列空間に含まれる（P による射影）．Pbの射影 P (Pb)は Pbで変わらない．
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22 PT =(A(ATA)−1AT)T = A((ATA)−1)TAT = A(ATA)−1AT = P（ATAが対称行列であることを

使う）．

23 Aが可逆行列であるとき，その列空間は Rn 全体となる．したがって，P = I であり，e = 0となる．

24 AT の零空間（Aの左零空間）は，列空間 C(A)に直交する．したがって，ATb = 0のとき，C(A)

への bの射影は p = 0となる．このことは，Pb = A(ATA)−1ATb = A(ATA)−10より確認できる．

25 P の列空間は，P の射影先の空間である．Aの列空間は，必ず Axのすべてからなる．したがって

この問題において，Sは Pxすべてからなるので，P の列空間である．P のランクは S の次元に等

しく nである．

26 ランクが r = mであることから，A−1 が存在する．A2 = Aに A−1 を掛けると，A = I となる．

27 ATAx = 0のとき，Axは AT の零空間に含まれる．一方で，Axは Aの列空間にも含まれる．これ

ら直交する部分空間の両方に含まれるためには，Axはゼロベクトルでなければならない．よって，A

の零空間と ATAの零空間は等しい．ATAx = 0となるのは Ax = 0のとき，かつそのときに限る．

28 P 2 = P = PTより PTP = P となる．このとき，P の (2, 2)成分は PTP の (2, 2)成分に等しい．こ

こで，PTP の (2, 2)成分は，P の第 2列の長さの 2乗である．

29 A = BT は線形独立な列からなるので，ATA（すなわち BBT）は可逆である．

30 (a) 列空間は a =

3

4

を通る直線であり，したがって，PC =
aaT

aTa
=

1

25

 9 12

12 16

である．公式
P = A(ATA)−1AT を用いるには，行列 Aの列は線形独立でなければならない（この問題の Aの列

は線形従属である）．列空間が直線であることから導いた射影行列 PC の式は正しい．

(b) 行空間は v = (1, 2, 2)を通る直線であり，PR = vvT/vTv である．PCA = A（Aの列を射影し

ても変化しない）と APR = Aは常に成り立つ．したがって，PCAPR = Aである．

31 判定方法：誤差 e = b− pが，すべての ai に直交することを調べる．

32
1

999

(
b1 + · · ·+ b999

)(
1− 1

1000

)
+

b1000
1000

=

(
b1 + · · ·+ b999

)(
1

1000

)
+

b1000
1000

= x̂1000．

33 P1P2 = P2P1 のとき，P1P2P1P2 = P1P1P2P2 = P1P2 が成り立つ．また，(P1P2)
T = PT

2 PT
1 =

P2P1 = P1P2 も成り立つ．次に，P1P2 ̸= P2P1 と仮定する．このとき，上の等式が成り立たない．

すなわち，(P1P2)
T ̸= P1P2 であり，P1P2 は射影行列とならない．
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練習問題 4.3（186ページ）

1 A =


1 0

1 1

1 3

1 4

と b =


0

8

8

20

より，ATA =

4 8

8 26

および ATb =

 36

112

となる．ATAx̂ = ATbを

解くと x̂ =

1

4

，p = Ax̂ =


1

5

13

17

，e = b− p =


−1

3

−5

3

となる．E = ∥e∥2 = 44．

2


1 0

1 1

1 3

1 4


C

D

=


0

8

8

20

．この Ax = bは解を持たない．bを射影 p = Pb =


1

5

13

17

に置き換えると，

x̂ =

1

4

は Ax̂ = pの厳密解である．

3 問題 2において，p = A(ATA)−1ATb = (1, 5, 13, 17)であり，e = b− p = (−1, 3,−5, 3)となる．こ

の eは，Aの 2つの列の両方に直交する．距離の最小値 ∥e∥は
√
44である．

4 E = (C+0D)2+(C+1D−8)2+(C+3D−8)2+(C+4D−20)2．ここで，∂E/∂C = 2C+2(C+

D− 8) + 2(C + 3D− 8) + 2(C + 4D− 20) = 0および ∂E/∂D = 1 · 2(C +D− 8) + 3 · 2(C + 3D−

8) + 4 · 2(C + 4D− 20) = 0．これら 2本の等式からも正規方程式

4 8

8 26

C

D

 =

 36

112

を得る．
5 E = (C−0)2+(C−8)2+(C−8)2+(C−20)2．AT = [ 1 1 1 1 ]より，ATA = [ 4 ]とATb = [ 36 ]

であり，(ATA)−1ATb = 9は最適な水平線の高さ C である．誤差 e = b − p = (−9,−1,−1, 11)の

和はこの場合もゼロである．

6 a = (1, 1, 1, 1)と b = (0, 8, 8, 20)より，x̂ = aTb/aTa = 9となり，射影は x̂a = p = (9, 9, 9, 9)とな

る．このとき，確かに eTa = (−9,−1,−1, 11)T(1, 1, 1, 1) = 0であり，bから aを通る直線までの距

離の最小値は ∥e∥ =
√
204である．

7 この問題では，Ax = bにおける 4× 1行列 Aは A = [ 0 1 3 4 ]
T である．このとき，ATA = [ 26 ]

と ATb = [ 112 ]となる．最適な直線は D = 112/26 = 56/13である．図は省略．

8 x̂ = aTb/aTa = 56/13，p = (56/13)(0, 1, 3, 4)．問題 7–8 の (C,D) = (9, 56/13) は，問題 1–4 の

(C,D) = (1, 4)と一致しない．Aの列が直交しないので，それぞれの列へ射影して C とDを求める

ことはできない．
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9

放物線のフィッティング

bを 4次元から 3次元へ

射影する


1 0 0

1 1 1

1 3 9

1 4 16



C

D

E

 =


0

8

8

20

．ATAx̂ =


4 8 26

8 26 92

26 92 338



C

D

E

 =


36

112

400

．
図 4.8左は，4つの点に対して放物線をフィッティングする様子を表している．図 4.8右は，R4 にお

ける射影を表している．これらは同じ問題だ！

10


1 0 0 0

1 1 1 1

1 3 9 27

1 4 16 64




C

D

E

F

 =


0

8

8

20

．これを解くと，

C

D

E

F

 =
1

3


0

47

−28

5

．

3次関数は点を正確に通るので， p = bであり，e = 0となる．このヴァンデルモンド行列により，

点 0, 1, 3, 4を通る 3次関数による正確な補間が得られる．

11 (a) 最適な近似直線は b = 1+4tであり，時刻の平均 t̂ = 2に対する biの平均が b̂ = 9となる．(b) 1

つ目の等式 Cm+D
∑

ti =
∑

bi をmで割ると，C +Dt̂ = b̂となる．これより，最適な近似直線

が時刻 t̂において b̂を通ることが示される．

12 (a) a = (1, . . . , 1)のとき，aTa = mおよび aTb = b1 + · · ·+ bm となる．したがって，x̂ = aTb/m

は bi の平均である．

(b) e = b− x̂aおよび ∥e∥2 = (b1 − (平均))2 + · · ·+ (bm − (平均))2 = (分散)（分散は σ2 で表す）．

(c) p = (3, 3, 3)と e = (−2,−1, 3)であり， pTe = 0となる．射影行列は P =
1

3


1 1 1

1 1 1

1 1 1

．
13 (ATA)−1AT(b−Ax) = x̂−x．この式から，Ax− bの成分の和がゼロであるとき，x̂−xの成分の

和もゼロである．このことを，x̂が不偏であると言う．

14 行列 (x̂−x)(x̂−x)Tは (ATA)−1AT(b−Ax)(b−Ax)TA(ATA)−1に等しい．ここで，(b−Ax)(b−

Ax)Tの平均が σ2I であるとき，(x̂−x)(x̂−x)Tの平均は出力共分散行列 (ATA)−1ATσ2A(ATA)−1

となり，これは σ2(ATA)−1 まで単純化できる．これが，出力の二乗誤差 x̂− xの平均となる．

15 Aが 4つの 1からなる列 1つのみからなるとき，問題 14より期待誤差 (x̂−x)2は σ2(ATA)−1 = σ2/4

となる．m回の測定を行うと，分散が σ2 から σ2/mに減る．

16
1

10
b10 +

9

10
x̂9 =

1

10
(b1 + · · ·+ b10)．x̂9 が既知のとき，10個の bi すべての和を求める必要がない．

17


1 −1

1 1

1 2


C

D

=


7

7

21

．このとき，
3 2

2 6

C

D

=

35

42

より解 x̂ =

9

4

が求まる．
18 p = Ax̂ = (5, 13, 17)は，最良近似直線における高さを与える．垂直方向の誤差は b− p = (2,−6, 4)

である．この誤差 eについて，Pe = Pb− Pp = p− p = 0が成り立つ．

19 bが誤差 eに等しいとき，bは Aの列空間に直交する．よって，射影 p = 0となる．
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20 列 (1, 1, 1)と (−1, 1, 2)からなる行列を Aとする．b = Ax̂ = (5, 13, 17)のとき，x̂ = (9, 4)および

e = 0となる．その理由は，b = 9 (第 1列) + 4 (第 2列)が Aの列空間に含まれるからだ．

21 eは Aの左零空間 N(AT)に含まれる．pは Aの列空間 C(A)に含まれる．x̂は Aの行空間 C(AT)

に含まれる．Aの零空間 N(A) = {0}は，ゼロベクトルのみからなる．

22 最小二乗法の方程式は

 5 0

0 10

C

D

 =

 5

−10

となり，解は C = 1，D = −1である．よって，最

良近似直線は b = 1− tである．ti がゼロに対して対称であるとき，ATAは対角行列となり，解が容

易に求まる．

23 Rm において，eは pに直交する．このとき，∥e∥2 = eT(b− p) = eTb = bTb− bTpが成り立つ．

24 ∥Ax− b∥2 = xTATAx− 2bTAx+ bTb（最後の項が定数であることに注意）は，2ATAx = 2ATb

（すなわち，x = (ATA)−1ATb）のとき，その偏導関数がゼロとなる．

25 3つの点がある直線上にあるとき，2点間の傾きが等しいことから (b2−b1)/(t2−t1) = (b3−b2)/(t3−t2)

となる．線形代数の言葉を使うと，列 (1, 1, 1) と (t1, t2, t3) に直交するベクトル y = (t2 − t3, t3 −

t1, t1 − t2)は Aの左零空間に含まれる．ここで，bは Aの列空間に含まれ，yTb = 0は傾きが等し

くなる条件 (b2 − b1)(t3 − t2) = (b3 − b2)(t2 − t1)と等価である．

26 4頂点に対して C +Dx + Ey = (0, 1, 3, 4)をフィッティングして得られる，解を持たない方程式は
1 1 0

1 0 1

1 −1 0

1 0 −1



C

D

E

 =


0

1

3

4

である．A
TA =


4 0 0

0 2 0

0 0 2

とATb =


8

−2

−3

より

C

D

E

 =


2

−1

−3/2

）．
x, y = 0, 0のとき，最適な平面 2− x− 3

2yは C = 2 = ({0, 1, 3, 4}の平均)を通る．

27 3次元空間において，2直線を結ぶ最短の線分は，それら 2直線に直交する．

28 Aの列が線形独立でないとき，ATAが可逆行列とならず，いつもの射影の式 P = A(ATA)−1AT が

破綻する．その場合，上の式における Aを，Aのピボット列のみからなる行列 B で置き換える．

29 0,a1,a2 を含む平面は，a1,a2 が線形従属の場合を除き，ただ一つ存在する．a1, . . . ,an−1 に対し

ても同じように判定できる．a1, . . . ,an−1 が線形独立であるとき，ai のすべてに直交するベクトル

v が存在する．このとき，a1, . . . ,an−1 （および 0）はすべて，x = (0, 0, . . . , 0)を通る（超）平面

vTx = 0上にある．

30 Aが直交する 2つの列ベクトル (1, . . . , 1)と (T1, . . . , Tm)からなるとき，行列 ATAは対角成分がm

と T 2
1 + · · ·+T 2

mである対角行列となる．また，ATbは 2つの成分 b1+ · · ·+ bmと T1b1+ · · ·+Tmbm

からなる．この対角行列 ATAからなる方程式を解くと，最良近似直線の解 x̂ = (C,D)が得られる．

練習問題 4.4（200ページ）

1 (a) 線形独立であるだけ．(b) 直交するが線形独立ではない．(c) 正規直交である．
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正規直交なベクトルとするには，(a)では (1, 0), (0, 1)とし，(b)では (0.6, 0.8), (0.8,−0.6)とする．

2
それぞれのベクトルを長さ 3で割る．

q1 = ( 23 ,
2
3 ,−

1
3 )と q2 = (− 1

3 ,
2
3 ,

2
3 )．

QTQ =

1 0

0 1

に対し，QQT =


5/9 2/9 −4/9

2/9 8/9 2/9

−4/9 2/9 5/9

．
3 (a) ATAは 16I である．(b) ATAは，12, 22, 32 すなわち 1, 4, 9を対角成分に持つ対角行列である．

4 (a) Q =


1 0

0 1

0 0

 のとき QQT =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 ̸= I である．n < m を満たす任意の Q について，

QQT ̸= I が成り立つ． (b) (1, 0) と (0, 0) は直交であるが，線形独立ではない．直交する非ゼ

ロベクトルは線形独立である． (c) q1 = (1, 1, 1)/
√
3 を含む正規直交基底のうち私が好きなのは

q2 = (1,−1, 0)/
√
2と q3 = (1, 1,−2)/

√
6との組である．

5 直交するベクトルの対は (1,−1, 0)と (1, 1,−1)である．それぞれ長さで割ると正規直交する
(

1√
2
,− 1√

2
, 0
)

と
(

1√
3
, 1√

3
,− 1√

3

)
が得られる．

6 (Q1Q2)
TQ1Q2 = QT

2 Q
T
1 Q1Q2 = QT

2 Q2 = Iより，Q1Q2は直交行列である．(Q1Q1)
−1 = Q−1

2 Q−1
1 =

QT
2 Q

T
1 = (Q1Q2)

T であることから示すこともできる．

7 グラム・シュミット直交化により正規直交な列からなる行列Qを得たとき，QTQx̂ = QTbは x̂ = QTb

となる．ごく簡単に（QT を掛けるだけで）正規方程式を解くことができる．

8 q1と q2が R5における正規直交なベクトルの対であるとき，bに最も近いベクトルは p = (qT
1 b)q1+

(qT
2 b)q2 である．このとき，誤差 e = b− pは q1 と q2 に直交する．

9 (a) Q =


0.8 −0.6

0.6 0.8

0 0

のとき，P = QQT =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

は xy平面への射影行列である．

(b) (QQT)(QQT) = Q(QTQ)QT = QQT．

10 (a) q1, q2, q3 が正規直交であるとき，c1q1 + c2q2 + c3q3 = 0の両辺と q1 との内積から c1 = 0とな

る．同様にして c2 = c3 = 0が言える．これより，q1, q2, q3 が線形独立であると証明される．

(b) Qx = 0より QTQx = 0が導け，これより x = 0が言える．

11 正規直交な 2つのベクトルは q1 = 1
10 (1, 3, 4, 5, 7)と q2 = 1

10 (−7, 3, 4,−5, 1)である．(1, 0, 0, 0, 0)に

最も近いベクトルは射影 QQT(1, 0, 0, 0, 0) = (0.5,−0.18,−0.24, 0.4, 0)である．

12 (a) a1,a2,a3 が正規直交であるとき，aT
1 b = aT

1 (x1a1 + x2a2 + x3a3) = x1(a
T
1 a1) = x1．

(b) a1,a2,a3 が互いに直交するとき，aT
1 b = aT

1 (x1a1 + x2a2 + x3a3) = x1(a
T
1 a1)．したがって，

x1 = aT
1 b/a

T
1 a1．

(c) x1 は A−1bの第 1成分である（Aは 3× 3の可逆行列である）．

13 bから aの aTb
aTa 倍を引く．すると，B = b − aTb

aTaa =

 4

0

 − 2

 1

1

 =

 2

−2

となる．図は
省略．
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14

1 4

1 0

 =

[
q1 q2

]∥a∥ qT
1 b

0 ∥B∥

 =

1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

√2 2
√
2

0 2
√
2

 = QR．

15 グラム・シュミット直交化より q1 = a/||a|| = 1
3
(1, 2,−2) と q2 = 1

3 (2, 1, 2) が得られる．さ

らに，q3 = 1
3 (2,−2,−1) となる．q3 が含まれるのは A の左零空間である．最小二乗解は x̂ =

(ATA)−1AT(1, 2, 7) = (1, 2)である．

16 b に最も近いのは，a を通る直線への b の射影であり，p = (aTb/aTa)a = 14a/49 = 2a/7 であ

る．q1 = a/∥a∥ = a/7を計算すると (4, 5, 2, 2)/7となる．B = b− p = (−1, 4,−4,−4)/7の長さは

∥B∥ = 1なので，q2 = B である．

17 p = (aTb/aTa)a = (3, 3, 3)および e = (−2, 0, 2)である．グラム・シュミットの直交化では，正規

直交なベクトル q1 = (1, 1, 1)/
√
3と q2 = (−1, 0, 1)/

√
2を得る．

18 A = a = (1,−1, 0, 0)．B = b − p = ( 12 ,
1
2 ,−1, 0)（ここで p = ATb

ATA
A）．C = c − pA − pB =

( 13 ,
1
3 ,

1
3 ,−1)（ここで pA = ATc

ATA
Aと pB = BTc

BTB
B）．互いに直交するベクトルA,B,C に成り立

つパターンに注目しよう．R5 において，続くベクトルDは ( 14 ,
1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,−1)となるだろう．グラム・

シュミット直交化では，さらに正規化を行って q1 = A/||A||, q2 = B/||B||, q3 = C/||C||を求める．

19 A = QR のとき，ATA = RTQTQR = RTR = (下三角行列)(上三角行列) である（ATA のコレス

キー分解と，Aのグラム・シュミット直交化で同じ Rが現れる！）．

例では，A =


−1 1

2 1

2 4

 =
1

3


−1 2

2 −1

2 2


3 3

0 3

 = QRと ATA =

9 9

9 18

 =

3 0

3 3

3 3

0 3

 =

RTRとなり，同じ Rが現れる．

20 正規直交するベクトルは q1 = (1, 1, 1, 1)/2 と q2 = (−5,−1, 1, 5)/
√
52 である．b = (−4,−3, 3, 0)

を列空間へ射影すると p = (qT
1 b)q1 + (qT

2 b)q2 = (−7,−3,−1, 3)/2 となる．このとき，b − p =

(−1,−3, 7,−3)/2は q1 と q2 の両方に直交する．

21 A = (1, 1, 2)，B = (1,−1, 0)，C = (−1,−1, 1)．これらは単位ベクトルにはなっていない．グラム・

シュミット直交化では，それぞれ ||A|| =
√
6，||B|| =

√
2，||C|| =

√
3で割る．

22 q1 =


1

0

0

，q2 =


0

0

1

，q3 =


0

1

0

である．また，A =


1 0 0

0 0 1

0 1 0



1 2 4

0 3 6

0 0 5

 = QR．q1, q2, q3

が,このようになる理由が分かっただろうか．この行列Qは置換行列であり，確かに直交行列である．

23 (qT
2 C

∗)q2 = BTc
BTB

B が成り立つ．なぜなら，q2 = B
∥B∥

であり，C∗ に含まれる q1 は q2 に直交す

るからだ．

24 aと bが直交でないとき，それぞれを通る直線への射影の和は，aと bが張る平面への射影に等しく

ならない．直線への射影を足してもよいのは，直交する Aと B（または，正規直交する q1 と q2）

を用いた場合だけだ．

25 Rij を求めるのに 1
2m

2n回の積を計算し，vを求めるのにも 1
2m

2n回の積を計算する．
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26 q1 = 1
3 (2, 2,−1)，q2 = 1

3 (2,−1, 2)，q3 = 1
3 (1,−2,−2)．

27 Q1 =

1 0

0 −1

は x軸に対して鏡映する．Q2 =


1 0 0

0 0 −1

0 −1 0

は，平面 y + z = 0に対して鏡映

する．図は省略．

28 直交行列かつ下三角行列である行列は，対角成分が ±1でそれ以外がすべて 0の対角行列である．

29 (a) Qu = (I − 2uuT)u = u− 2uuTu．uTu = 1のとき，右辺は −uとなる．

(b) uTv = 0のとき，Qv = (I − 2uuT)v = v − 2uuTv = v．

30 A = (1,−1, 0, 0) から始めて，直交なベクトル（正規直交ではない）は B = (1, 1,−2, 0)，C =

(1, 1, 1,−3)，D = (1, 1, 1, 1)と求まる．それぞれ長さで割ると，q1, q2, q3, q4が得られる．列が互い

に直交し成分が整数であるような 4× 4行列と 5× 5行列を以下に示す（直交行列でないので，行は

直交しない）．

A B C D

 =


1 1 1 1

−1 1 1 1

0 −2 1 1

0 0 −3 1

および



1 1 1 1 1

−1 1 1 1 1

0 −2 1 1 1

0 0 −3 1 1

0 0 0 −4 1


31 [Q,R] = qr(A)とすると，（ランクが rであるm× n行列）Aから，「フルサイズの」（m×mの）正

方行列Q = [Q1 Q2 ]と

R

0

ができる．Q1の列は，グラム・シュミットの直交化で得られる，Aの

列空間の正規直交基底である．Q2 のm− n個の列は，Aの左零空間の正規直交基底である．それら

を合わせた Q = [Q1 Q2 ]の列は，Rm の正規直交基底である．

32 この問題では，グラム・シュミットの直交化において，列 q1, . . . , qnからなる行列Qを用いて（それら

qiを個別に扱わずに）次の qn+1を求める．aから始めて，すでに求めた qiへの aの射影 p = QQTa

を引き，e = a−QQTaをその長さで割ると，q = qn+1 = e/∥e∥が得られる．
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練習問題 5.1（210ページ）

1 det(2A) = 24 detA = 8．det(−A) = (−1)4 detA = 1
2．det(A2) = 1

4．det(A−1) = 2．

2 det( 12A) = ( 12 )
3 detA = − 1

8．det(−A) = (−1)3 detA = 1．det(A2) = 1．det(A−1) = −1．detA = 0

のとき，detA/2 = det(−A) = detA2 = 0となり，A−1 は存在しない．

3 (a) 偽：（n = 1の場合を除き）det(I + I)は 1 + 1とならない． (b) 真：積の規則は 3つの行列の

積 ABC に拡張できる（積の規則を 2回適用する）． (c) 偽：det(4A)は 4n detAに等しい．

(d) 偽: A =

0 0

0 1

と B =

0 1

1 0

のとき，AB −BA =

0 −1

1 0

は可逆である．
4 J3 の第 1行と第 3行を交換すると，det J3 = −1が示せる．J4 の第 1行と第 4行を交換し，さらに

第 2行と第 3行を交換すると，det J4 = 1が示せる．2回の行交換は偶置換である．

5 第 1行と第 5行の交換と，第 2行と第 4行の交換より，|J5| = 1である．|J6| = −1，|J7| = −1であ

る．行列式は，は周期 4の繰り返し 1, 1,−1,−1となる．このことから，J101 は +1である．

6 detA = 4，detB = 0，detC = 0．

7 6つの項は a(q + b)z − b(p+ a)z + · · · （あと 4つ続く）となる．問題文に示した（線形性を使って

第 2行を分ける）アプローチのほうが良い．結果は「第 1行に第 2行を足しても，行列式は変化し

ない」．

8 detAT =


a p x

b q y

c r z

 =
aqz + cpy + brx

−ary − bpz − cqx
= detAと同じ 6つの項

キーポイント：任意の置換行列 P において，detPT = detP が成り立つ．なぜなら，行交換の回数

が等しいからだ（PT では逆順に行交換する）．P が偶置換となるのは PT が偶置換のときである．

9 detA = 1（2回の行交換より）．detB = 2（第 3行から第 1行と第 2行を引き，さらに第 3列から

第 1列と第 2列を引く）．detC = 0および detD = 0（等しい行がある）．

10 行列 Aの各行について成分の和がゼロとなるとき，行列 Aの零空間は (1, 1, . . . , 1)を含む．そのよ

うな非可逆行列 Aの行列式は detA = 0である（列の和がゼロベクトルとなるので，列は線形従属

である）．各行について成分の和がゼロとなるとき，A− I の行はその成分の和がゼロである（必ず

しも detA = 1とは限らない）．

11 P1 を I にするのに n 回の行交換を必要とし，P2 を I にするのに N 回の行交換を必要とすると

き，P1P2 にそれら n + N 回の行交換を行うと I となる．したがって，det(P1P2) = (−1)n+N =

(−1)n(−1)N = (detP1) (detP2)である．

12 偶置換のそれぞれに対し，奇置換を対にすることができる．なぜなら，ある奇置換は，ある偶置換に

続けて第 1行と第 2行を交換したものであるからだ．(偶置換の個数) = 1
2n! = (奇置換の個数)．

13 左：ピボットが 1, 1, 1であることから，行列式は 1である．右：ピボットが 1,−2,−3/2であること

から，行列式は 3である．
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14 左：detA = 36．右：4× 4の 2次差分行列の行列式は 5である．

15 1つ目の行列式は 0である．2つ目の行列式は 1 + t4 + t4 − t4 − t2 − t2 = 1− 2t2 + t4 = (1− t2)2 で

ある．

16 非可逆なランク 1行列の行列式は 0である．交代行列Aも行列式が 0である．次数が奇数 3である交代

行列Aにおいて各成分の符号を反転すると，行列式 detAは (−1)3倍となり，さらに，detA = detAT

より行列式は変わらない．したがって，detA = 0とななければならない．

17 (i, j)成分が ij のとき，(第 2行) = 2(第 1行)であることから detA = 0である．(i, j)成分が i+ j

のとき，(第 3行)− (第 2行) = (第 2行)− (第 1行)が成り立ち，行列 Aは非可逆行列である．した

がって，detA = 0である．

18 第 1列の a倍を第 2列から，a2 倍を第 3列からそれぞれ引くことで，第 1行の aと a2 を消去する．

すると，

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2

0 b− a b2 − a2

0 c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ b− a b2 − a2

c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣ より，2 × 2 の行列式となる．

さらに，b− aと c− aをくくり出すと (b− a)(c− a)

∣∣∣∣∣∣ 1 b+ a

1 c+ a

∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b)を得る．

19 4つのゼロをある一行（または一列）に置くと detA = 0となることが保証できる．対角成分を除い

た残り（12成分）をすべてゼロとしても detA ̸= 0となる可能性は残る．

20 (a) a11 = a22 = a33 = 0のとき，必ずゼロとなる項は 4つあり，2つの項は非ゼロとなりうる．(b) 15

個の項は必ずゼロとなる．これらは，すべての要素が移動するような置換の個数を数えている．n = 3

では，そのような置換は 2, 3, 1と 3, 1, 2である．これら以外の 4つの置換では Aの対角成分を少な

くとも 1つ含み，対角成分がすべて 0のときに対応する大公式の項は 0となる．

21 すべての余因子がゼロとなるとき，余因子公式 detA = a11C11 + · · ·+ a1nC1n より detA = 0が言

える．成分がすべて 1である 2× 2行列 Aは，すべての余因子がゼロであるにも拘わらず detA = 0

である．

22 三重対角行列では，a13, . . . , a1nがゼロであるため，detA = a11C11 + a12C12となる．n = 5のとき，

C11 は 5個の非ゼロ項からなる．C12 の第 1列に含まれる非ゼロ成分は a21 のみであり，その a21 が

3× 3の三重対角行列の行列式（3つの非ゼロ項）に掛けられる．したがって，detAは 5 + 3 = 8個

の非ゼロ項からなる．

23 2つの行が等しいとき，detA = 0である．第 1行 =第 2行であるような 3× 3行列に対する証明：

a = p, b = q, c = rより，aqz+ brx+ cpy−ary− bpz− cqx = abz+ bcx+ cay−acy− baz− cbx = 0．

24 A の 2 つの行が等しいとき，AT の 2 つの列は等しい．このとき，AT の列は線形独立ではなく，

detAT = 0である．これより，detA = 0が言える．他の方法でもこの結論を証明することができる．

25 (a) a14 を含む項は 3! = 6個ある．

(b) a13 と a22 の両方を含む項は 2個しかない．それらは a13a22(−a31a44 + a34a41)である．
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(c) 対角成分がすべてゼロのときに非ゼロとなる項の数は，a12a23a34a41 のように対角成分を含まな

い置換の数に等しい．そのような置換は攪乱順列（derangements）と呼ばれる．n = 4人の学生の答

案を学生同士で採点する方法は何通りあるか（自分の答案は採点しないとする）．Wikipediaによる

と，それは 9通りあり，記号 !nで表すそうだ．

練習問題 5.2（219ページ）

1 detA = 2のとき，detA−1 = 1
2，detAn = 2n，detAT = 2．

2 detA = −2であり，Aの列は線形独立．detB = 0であり，B の列は線形従属．detC = 4であり，

C の列は線形独立．部分行列 B の行が線形従属なため，detD = 0である．Dの列は線形従属．

3 この問題では，detA = 0であることを 3通りの方法で確認できる．第 1行のすべての余因子がゼロ

である．Aのランクが 2以下である．detAを構成する 6つの項がいずれもゼロでる．第 2列にピ

ボットが存在しないことに注意せよ．

4 (a) A =

 0.9 −0.9

0.9 0.9

とすると，detA = 1.62であり，detAn = (1.62)n →∞となる．

(b) A =

 2 2

2 2

とすると，Aij = 2にも拘わらず，detA = 0および detAn = 0となる．

5 (a) |A| =

∣∣∣∣∣∣ 2 5

1 4

∣∣∣∣∣∣ = 3，|B1| =

∣∣∣∣∣∣ 1 5

2 4

∣∣∣∣∣∣ = −6，|B2| =

∣∣∣∣∣∣ 2 1

1 2

∣∣∣∣∣∣ = 3 より x1 = −6/3 = −2，

x2 = 3/3 = 1．

(b) |A| = 4，|B1| = 3，|B2| = −2，|B3| = 1．したがって，x1 = 3/4，x2 = −1/2，x3 = 1/4．

6 (a) y =
∣∣∣ a 1

c 0

∣∣∣ / ∣∣∣ a b
c d

∣∣∣ = −c/(ad − bc) (b) y = detB2/ detA = (fg − di)/D．B2 の第 2 列が

(1, 0, 0)であることから，detB2 = fg − diとなる．

7 (a) x1 = 3/0，x2 = −2/0．解なし． (b) x1 = x2 = 0/0．不定．

8 (a) detA ̸= 0のとき，x1 = det
(
[ b a2 a3 ]

)
/detA．これは |B1|/|A|である．

(b) 行列式は，行列の第 1 行に関して線形である．したがって，|x1a1 + x2a2 + x3a3 a2 a3| は，

x1|a1 a2 a3| + x2|a2 a2 a3| + x3|a3 a2 a3| へと分けられる．このうち，後ろの 2 つの行列式は

ゼロである（同じ列が含まれる）．その結果，x1|a1 a2 a3|が残り，それは x1 detAである．

9 右辺 bが Aの第 1列と等しいとき，detA = detB1 である．同じ列が含まれるため，B2 と B3 はい

ずれも非可逆行列である．したがって，x1 = |B1|/|A| = 1，x2 = x3 = 0となる．

10 (a) 面積は
∣∣ 3 2
1 4

∣∣ = 10である． (b)と (c)では面積は 10/2 = 5である．(b)と (c)の三角形は，(a)

の平行四辺形の半分である．

11 (a) 面積は 1
2

∣∣∣∣ 2 1 1
3 4 1
0 5 1

∣∣∣∣ = 5である． (b) 5 + (追加の三角形の面積) = 5 + 1
2

∣∣∣∣ 2 1 1
0 5 1

−1 0 1

∣∣∣∣ = 5 + 7 = 12．
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12 超立方体の辺の長さは
√
1 + 1 + 1 + 1 = 2である．超立方体の体積 detH = 24 = 16（行列H/2の

列が正規直交なので，det(H/2) = 1である．これと次元が 4であることから，detH = 16を得るこ

ともできる）．

13 n次元の超立方体には，頂点が 2n 個，辺が n2n−1 個，(n − 1)次元の面が 2n個ある．これらの値

は，(2 + x)n の係数から得られる．2I の列を辺とする超立方体の体積は 2n である．

14 三角錐の体積は
1

6
である．R4 における錐体の体積は

1

24
である．

15 行列式は 1, 0,−1,−1, 0, 1のパターンを繰り返す．これより，E100 = E4 = −1である（E4 の後に長

さ 6のパターンを 16回繰り返す）．

16 ACT = (detA)I の両辺について行列式をとる．左辺の行列式は detACT = (detA)(detC)となり，

右辺の行列式は (detA)n となる．それぞれ detAで割ると，detC = (detA)n−1 を得る．

17 detA = 1であり，余因子を成分とする行列 C の成分がすべて既知であるとき，CT = A−1 および

detA−1 = 1が成り立つ．これより，Aは CT の逆行列なので，C の余因子を成分とする行列から A

を求めることができる．

18 1から 9を成分とする 3× 3行列の最大の行列式は，おそらく 412 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
9 3 5

4 8 1

2 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣だ．（訳注：プログ
ラムにより，412が最大であることを確認している．）

19 直交行列の列を辺とする立体の体積は 1である．非可逆行列の列を辺とする立体の体積は 0である．

2E の列を辺とする立体の体積は 2nV である．

20 detA = detATの幾何による証明：ある学生が，detAを表す平行四辺形の辺を動かして，detATを

表す平行四辺形を得る方法を示してくれた．その過程で面積は変化しない．

21 行列

 u 0

v w

も，行列式が平行四辺形の面積 uw となる．平行四辺形を 90◦ 回転させると，底辺

が wであり高さが uなので面積は uwである．

練習問題 5.3（229ページ）

1 w = 0のとき，線形性より T (v + 0) = T (v) + T (0)となる．T (v)を打ち消すと T (0) = 0が残る．

c = −1のとき，線形性より T (−0) = −T (0)となる．これによっても T (0) = 0が証明できる．

2 (a) T (v) = (4, 4)．(b) T (v) = (2, 2)．(c) T (v) = (2, 2)．(d) v = (a, b) = b(1, 1) + a−b
2 (2, 0) より

T (v) = b(2, 2) + (0, 0)．

3 線形でないのは (d) T (v) = (0, 1) =定数と (f) T (v) = v1v2 である．

4 (a) T (S(v)) = v (b) T (S(v1) +S(v2)) = T (S(v1)) + T (S(v2))である．T (S(v))は線形変換だ．
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5 v = (1, 1) と w = (−1, 0) とする．このとき，T (v) + T (w) = (v + w) = (0, 1) と T (v + w) =

T (0, 1) = (0, 0)が異なる．

6 偽．T (v)が決まるためには，n個のベクトルが線形独立であり，すなわち Rn の基底でなければな

らない．.

7 (a) T (v) = v/∥v∥は T (v +w) = T (v) + T (w)も T (cv) = cT (v)も満たさない． (b) 線形変換

である（訳注：よって，2つの式の両方を満たす）．(c) 線形変換である．(d) T (cv) = cT (v)を満た

すが，T は線形変換ではない．

8 (a) 水平な線が水平なままであり，垂直な線も垂直なままである． (b) 家がある直線へと潰れる．

(c) T (1, 0) = (a11, 0)より，垂直な線が垂直なままである．

9 D =

2 0

0 1

は，家の横幅を 2倍にする．A =

0.7 0.7

0.3 0.3

は，家を Aの列空間へ射影する（トレー

スが 1であり，固有値が λ = 0, 1である．よって Aは A2 = Aを満たす射影行列である）．射影先の

列空間は，(0.7, 0.3)を通る直線である．U =

1 1

0 1

は家を水平方向にずらす（せん断する）．点
(x, y)は (x+ y, y)へと動く．

10 (a) 家 AH が直立するのは，d > 0のもとで A =

a 0

0 d

のときである． (b) A = 3I は家を 3

倍に拡大する． (c) A =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

は家を回転する．
11

1 0

0 .1

は垂直方向の長さを 10分の 1にする．

 .5 .5

.5 .5

は，45◦ 方向の直線に射影する．
 .5 .5

−.5 .5


は，時計回りに 45◦ 回転して，

√
2分の 1に縮小する（各列の長さが 1/

√
2である）．

1 1

1 0

の行
列式が −1なので，家は「反転してずれる（せん断する）」．このことを確認する 1つの方法は，行

列を LDLT へと分解することだ．

1 1

1 0

 =

1 0

1 1

1

−1

1 1

0 1

 = (ずれ) (左右の反転) (ずれ)

12 (a) ad− bc = 0． (b) ad− bc > 0． (c) |ad− bc| = 1． （原点以外の）頂点へのベクト

ル 2つを変換してその位置が変わらないとき，線形性より T = I となる（頂点の 1つが (0, 0)のと

きには，これは言えない）．

13 円 ||x|| = 1を Aにより変換すると，その結果は必ず楕円となる（7.1節の図を見よ）．

14 (a) T (v1) = v2，T (v2) = v1は，それ自身の逆変換である． (b) T (v1) = v1，T (v2) = 0は T 2 = T

を満たす． (c) (a)より T 2 = I であり，(b)より T 2 = T である．このとき，T は必ず I となる．
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15 (a)

2 1

5 3

 (b)

 3 −1

−5 2

 = (a)の逆行列 (c) A

2

6

 = 2A

1

3

でなければならない．
16 (a)

1

0

 と
0

1

 をそれぞれ
r

t

 と
 s

u

 に変換する行列はM =

r s

t u

 である．順方向は簡単
だ． (b) その逆の方向，すなわち標準基底ベクトルへと変換する行列は N =

a b

c d

−1

である．

(c) ad = bcのとき順方向の行列が非可逆行列となり，逆変換が不可能となる．

17 (a) MN． (b)

1 0

1 2

2 1

5 3

−1

=

 3 −1

−7 3

．
18 基底ベクトルの順序を変える基底変換行列Bは置換行列である．基底ベクトルの長さを変えるのは正

の対角行列である．

19 微分に逆変換が存在しないのは，
d

dx
(1) =定数の導関数 = 0であるからだ．
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練習問題 6.1（244ページ）

1 Aの固有値は 1と 0.5である．A2の固有値は 1と 0.25である．A∞の固有値は 1と 0である．(a) A

の行を交換すると，固有値は 1と −0.5に変わる（トレースが 0.2+ 0.3になる）．(b) 非可逆行列は，

消去の過程で非可逆行列であり続けるので，λ = 0は変化しない．

2 Aの固有値は λ1 = −1と λ2 = 5であり，対応する固有ベクトルは x1 = (−2, 1)と x2 = (1, 1)であ

る．行列 A+ I の固有ベクトルは Aの固有ベクトルと等しく，固有値は 1だけ増えて 0と 6である．

A+ I のゼロの固有値は， A+ I が非可逆行列であることを示している．

3 Aの固有値は λ1 = 2と λ2 = −1であり（トレースと行列式により検算せよ），対応する固有ベクト

ルは x1 = (1, 1)と x2 = (2,−1)である．A−1 の固有ベクトルは等しく，固有値は 1/λ = 1
2 と −1で

ある．

4 det(A − λI) = λ2 + λ − 6 = (λ + 3)(λ − 2)．これより，A の固有値は λ1 = −3 と λ2 = 2 であ

り（トレース = −1 と 行列式 = −6 により検算せよ），対応する固有ベクトルは x1 = (3,−2) と

x2 = (1, 1)である．A2 と Aの固有ベクトルは等しい．A2 の固有値は λ2
1 = 9と λ2

2 = 4である．（訳

注：補足 λ2
1 + λ2

2 は A2 とトレースに等しい．）

5 A と B はいずれも，固有値は 1 と 3 である（三角行列なので対角成分が固有値）．A + B では

λ2 + 8λ+ 15 = 0より固有値は λ1 = 3と λ2 = 5である．A+B の固有値は，Aの固有値と B の固

有値の和に等しくない．

6 Aと B はいずれも，固有値は λ1 = 1と λ2 = 1である．AB と BAでは λ2 − 4λ+ 1 = 0より 2次

方程式の解の公式から固有値は λ = 2 ±
√
3である．AB の固有値は，Aの固有値と B の固有値の

積に等しくない．AB の固有値と BAの固有値は等しい（これは 6.2節の最後で証明する）．

7 U の固有値はその対角成分にあり，それらは Aのピボットである．Lの固有値もその対角成分にあ

り，それらはすべて 1である．Aの固有値は，ピボットと等しくない．

8 (a) 積 Axを計算して λxを得ると λが求まる． (b) (A− λI)x = 0を解くことで xを求める．

9 (a) Ax = λxに Aを掛ける．すると，A(Ax) = A(λx) = λAxより A2x = λ2xを得る．

(b) A−1 を掛ける．すると，x = A−1Ax = A−1λx = λA−1xより A−1x = 1

λ
xを得る．

(c) Ix = xを足す．すると，(A+ I)x = (λ + 1)xを得る．

10 det(A − λI) = λ2 − 1.4λ + 0.4より Aの固有値は λ1 = 1と λ2 = 0.4であり，対応する固有ベクト

ルは x1 = (1, 2)と x2 = (1,−1)である．A∞ の固有値は λ1 = 1と λ2 = 0である（固有ベクトルは

Aの固有ベクトルと等しい）．A100 の固有値は λ1 = 1と λ2 = (0.4)100 であり，λ2 はほぼゼロであ

る．したがって，固有ベクトルが同じで固有値が近いので，A100 と A∞ はとても近い．

11 証明その 1． A− λ1I は非可逆行列なので，その 2つの列は同じ方向にある．また (A− λ1I)x2 =

(λ2 − λ1)x2 でもある．したがって，x2 は (A− λ1I)の列空間に含まれ，(A− λ1I)の列は x2 のス

カラー倍である．
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証明その 2． A − λ1I の列は A − λ2I の零空間にある．なぜなら，M = (A − λ2I)(A − λ1I) が

ゼロ行列だからだ（これは，問題 6.2.30 のケーリー・ハミルトンの定理だ）．M の固有値がゼロ

(λ1 − λ2)(λ1 − λ1) = 0 と (λ2 − λ2)(λ2 − λ1) = 0 であることに注意しなさい．A − λ1I の列は

(A− λ2I)x = 0の解であり，固有ベクトル x2 である．

12 射影行列 P の固有値は λ = 1, 0, 1であり，対応する固有ベクトルは (1, 2, 0)，(2,−1, 0)，(0, 0, 1)で

ある．1つ目と 3つ目のベクトルの和 (1, 2, 1)も固有値 λ = 1の固有ベクトルである．P の列空間の

全体が，λ = 1に対応する固有ベクトルからなる！注 P 2 = P より λ2 = λが言え，ゆえに固有値は

0または 1である．

13 (a) Pu = (uuT)u = u(uTu) = u より，P 100u = u． (b) Pv = (uuT)v = u(uTv) = 0．

(c) x1 = (−1, 1, 0, 0)，x2 = (−3, 0, 1, 0)，x3 = (−5, 0, 0, 1)．すべて Px = 0x = 0を満たす．

14 det(Q− λI) = λ2 − 2λ cos θ + 1 = 0となるのは，λ = cos θ ± i sin θ = e±iθ のときである．λ1λ2 =

cos2 θ + sin2 θ = 1と λ1 + λ2 = 2 cos θが成り立つことを確認せよ．この回転行列の固有ベクトルは

x1 = (1, i)と x2 = (1,−i)である（または cd ̸= 0のもとで，cx1 と dx2 である）．

15 1つ目の P のあと 2つの固有値は λ = 1
2 (−1± i

√
3)である．3つの固有値の和は 0 = P のトレース

である．2つ目の P の 3つの固有値は 1, 1,−1である．

16 det(A− λI) = (λ1 − λ) . . . (λn − λ)に λ = 0を代入すると，detA = (λ1)(λ2) · · · (λn)となる．

17 以下の 3つの行列は，固有値 λが 4と 5，トレースが 9，行列式が 20である．4 0

0 5

，
 3 2

−1 6

，
 2 2

−3 7

．
18 (a) B のランクは 2． (b) det(BTB) = 0． (d) (B2 + I)−1 の固有値は 1, 1

2 ,
1
5．

19 A =

 0 1

−28 11

は，トレースが 11であり行列式が 28なので，固有値は 4と 7である．3× 3の同

伴行列において固有値が 1, 2, 3となるには，det(C − λI) = (1− λ)(2− λ)(3− λ)が成り立つように

したい．右辺を展開すると −λ3 + 6λ2 − 11λ+ 6となる．それら係数 6,−11, 6を得るには，同伴行

列の最後の行にそれら数を入れればよい．

C =


0 1 0

0 0 1

6 −11 6

 トレース 6 = 1 + 2 + 3と行列式 6 = 1× 2× 3に注意せよ．

20 det(A− λI)と det(A− λI)T は等しい．なぜなら，すべての正方行列M について detM = detMT

が成り立ち，M = A− λI とする．1 0

1 0

と
1 1

0 0

の固有ベクトルはそれぞれ
1

1

と
1

0

であり異なる．

21

0 0

1 0

，
0 1

0 0

，
−1 1

−1 1

． 固有値が λ1 = λ2 = 0のとき，問題 6.2.30のケーリー・

ハミルトンの定理より，A2 は必ずゼロ行列である．
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22 λ = 0, 0, 6（ランク 1とトレース 6に着目せよ）．uvT の固有ベクトルの 2つは vに直交し，3つ目

の固有ベクトルは uである．x1 = (0,−2, 1)，x2 = (1,−2, 0)，x3 = (1, 2, 1)．

23 AとBの n個の固有値 λiと固有ベクトル xiが等しいとする．任意の線形結合 v = c1x1+ · · ·+cnxn

を考え，vに Aと B を掛ける．すると，すべてのベクトル vに対し，Av = c1λ1x1 + · · ·+ cnλnxn

と Bv = c1λ1x1 + · · ·+ cnλnxn が等しい．したがって，A = B である．

24 Aのランクは 1であり，固有値は 0, 0, 0, 4である（最後の 4は Aのトレースから得られる）．C の

ランクは 2であり（固有値ゼロが 2つある），(1, 1, 1, 1)は λ = 2に対応する固有ベクトルである．

トレースが 4であることから，もう 1つの固有値も λ = 2であり，固有ベクトルは (1,−1, 1,−1)で

ある．

25 Aは三角行列である．Aの固有値は 1, 4, 6．B の固有値は 2,
√
3,−
√
3．C はランクが 1である．C

の固有値は 0, 0, 6．

26 (a) 零空間の基底は uである（Au = 0uより）．列空間の基底は vとwである（AvとAwは列空間に

ある）． (b) A(v/3+w/5) = 3v/3+5w/5 = v+w．よって，x = v/3+w/5はAx = v+wの特殊

解である．零空間に含まれる任意の cuを足した x = cu+v/3+w/5が完全解である． (c) Ax = u

に解があったとすると，uが列空間に含まれる．しかし，Aの列空間の次元が 3となり矛盾する．

27 (uvT)u = u(vTu) は必ず成り立つので，u は uvT の固有ベクトルであり，対応する固有値は

λ = vTuである（vTuが数，uがベクトル，uvT が行列であることに注意せよ！）．vTu = 0のと

き，A2 = u(vTu)vT はゼロ行列であり，λ2 = 0, 0すなわち λ = 0, 0より，Aのトレースは 0とな

る．このトレースがゼロとなることは，A = uvT の対角成分の和がゼロとなることからも分かる．

A =

u1

u2

[
v1 v2

]
=

u1v1 u1v2

u2v1 u2v2

 のトレースは u1v1 + u2v2 = vTu = 0

28 3 × 3の置換行列は，P = I，1回行交換行列 3つ P12, P13, P23，P12P13 のような 2回行交換行列 2

つ，合計 6つある．PTP = I より，(detP )2 = 1であり，P の行列式は 1か −1である．ピボット

は常に 1である（行交換が必要となるかもしれない）．P のトレースとして取り得る値は，3（P = I

の場合），1（1回行交換行列の場合），0（2回行交換行列）である．固有値として取り得る数は，1，

−1，e2πi/3，e−2πi/3 である．

29 AB − BA = I となりうるのは無限行列の場合のみである．AT = Aと BT = −B のとき，次の式

xTx = xT (AB−BA)x = xT (ATB+BTA)x ≤ ||Ax|| ||Bx||+ ||Bx|| ||Ax||が成り立つ．したがっ

て，||Ax|| ||Bx|| ≥ 1
2 ||x||

2 であり，(||Ax||/||x||) (||Bx||/||x||) ≥ 1
2 となる．

30 λ1 = e2πi/3 と λ2 = e−2πi/3 より，行列式が λ1λ2 = 1となり，トレースが λ1 + λ2 = −1となる必要

がある．θ =
2π

3
として，A =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

は上記の行列式とトレースを持つ．M−1AM の形の

行列もすべて，上記の行列式とトレースを持つ．
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練習問題 6.2（258ページ）

1 (a) 固有ベクトルを並べてX とし，固有値 1と 3を Λの対角成分とする．すると，A = XΛX−1 は1 2

0 3

 =

1 1

0 1

1 0

0 3

1 −1

0 1

となる．2つ目の行列 Aの固有値は，（ランクが 1なので） 0

と（トレースより） 4である．A = XΛX−1 は

1 1

3 3

 =

 1 1

−1 3

0 0

0 4


 3

4 −
1
4

1
4

1
4

となる．
(b) A3 = XΛ3X−1 および A−1 = XΛ−1X−1 である．

2
固有ベクトルを並べて X とし，

固有値 2, 5を Λに入れる．
A = XΛX−1 =

1 1

0 1

2 0

0 5

 1 −1

0 1

 =

2 3

0 5


3 A = XΛX−1 のとき，A+ 2I の固有値行列は Λ+ 2I であり，固有値行列は X のままである．した

がって，A+ 2I = X(Λ + 2I)X−1 = XΛX−1 +X(2I)X−1 = A+ 2I となる．

4 (a) 偽．固有値 λについて何も言ってない．(b) 真．(c) 真．なぜなら，X の列が線形独立であるた

め．(d) 偽．これを言うには X の固有ベクトルを調べる必要がある．

5 X = I のとき，A = XΛX−1 = Λは対角行列である．X が三角行列のとき，X−1 も三角行列であ

り，したがって，XΛX−1 も三角行列である．

6 X は， (2, 1)の非ゼロ倍と (0, 1)の非ゼロ倍を列とする行列である（順序は問わない）．Aと A−1

は，同じ固有ベクトル行列により対角化される．

7 A = XΛX−1 =

1 1

1 0

 =
1

λ1 − λ2

λ1 λ2

1 1

λ1 0

0 λ2

 1 −λ2

−1 λ1


XΛkX−1 =

1

λ1 − λ2

λ1 λ2

1 1

λk
1 0

0 λk
2

 1 −λ2

−1 λ1

1

0


その第 2成分は Fk = (λk

1 − λk
2)/(λ1 − λ2)である．

8 (a) ギボナッチ数の漸化式は，A =

0.5 0.5

1 0

 として，
 Gk+2

Gk+1

 = A

 Gk+1

Gk

 である．この
行列 A の固有値は λ1 = 1 と λ2 = − 1

2 で，固有ベクトルは x1 = (1, 1) と x2 = (1,−2) である．

(b) An = XΛnX−1 =

1 1

1 −2

1n 0

0 (−.5)n


 2

3
1
3

1
3 −

1
3

 → A∞ =

 2
3

1
3

2
3

1
3

 (c) A∞

 G1

G0

 の
第 2要素を計算すると，G∞ = 2

3 となる．

9 規則 Fk+2 = Fk+1 + Fk により，偶数，奇数，奇数，偶数，奇数，奇数，. . .のパターンができる．

10 A = XΛX−1 =

1 1

1 −1

λ1

λ2

1 1

1 −1

 /2 =

λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

 /2 より，固有ベクトル

が (1, 1)と (1,−1)である行列の一般形は

a b

b a

である．
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11 (a) 真（ゼロの固有値がない）．

(b) 偽（重複固有値 λ = 2に対応する固有ベクトルがある直線上のベクトルだけかもしれない）．

(c) 偽（重複固有値 λに対応する固有ベクトルが 2個（フルセット）あるかもしれない）．

12 (a) 偽．固有値が λ = 0であるかは分からない．

(b) 真．固有ベクトルが足りなくなるのは，固有値が重複しているときのみである．

(c) 真．固有ベクトルからなる直線が 1つしかないため．

13 A =

 8 3

−3 2

（他にもある）．A =

 9 4

−4 1

． A =

 10 5

−5 0

．固有ベクトルは x = (c,−c)のみ．

14 A− 3I のランクが r = 1だからである．a12 = 1以外のいずれかの成分を変えると Aが対角化可能

になる（変更後の Aには異なる固有値がある）．

15 Ak = XΛkX−1がゼロ行列へと収束するのは，|λ| < 1のときであり，かつそのときに限る．A1はマ

ルコフ行列なので λ最大 = 1でありゼロ行列へ収束しない．A2 の固有値は 0.9と 0.3なので Ak
2 → O

となる．

16

 0.6 0.9

0.4 0.1

 = XΛX−1 ただし Λ =

1 0

0 −0.3

および X =

9 1

4 −1

．Λk →

1 0

0 0

．
このとき，Ak

1 = XΛkX−1 →

 9
13

9
13

4
13

4
13

となり，列は定常状態となる．
17 A2 = XΛX−1ただしΛ =

0.9 0

0 0.3

およびX =

3 −3

1 1

．A10
2

3

1

 = (0.9)10

3

1

．A10
2

 3

−1

 =

(0.3)10

 3

−1

．u0 =

6

0

 =

3

1

+

 3

−1

なので，A10
2

6

0

 = (0.9)10

3

1

+(0.3)10

 3

−1

となる．
18 A を対角化すると，

 2 −1

−1 2

 = XΛX−1 =
1

2

1 −1

1 1

1 0

0 3

 1 1

−1 1

 となる．これより，
Ak = XΛkX−1 =

1

2

1 −1

1 1

1 0

0 3k

 1 1

−1 1

 となる．右辺の 3 つの行列の積を計算すると

Ak =
1

2

1 + 3k 1− 3k

1− 3k 1 + 3k

となる．
19 Bk = XΛkX−1 =

1 1

0 −1

5 0

0 4

k 1 1

0 −1

 =

5k 5k − 4k

0 4k


20 detA = (detX)(detΛ)(detX−1) = detΛ = λ1 · · ·λn．（行列式が固有値の積と等しいことの）この

証明が使えるのは Aが対角化可能であるときだけである．式そのものは常に正しい．

21 (XY のトレース) = (aq + bs) + (cr+ dt) = (qa+ rc) + (sb+ td) = ((Y X のトレース)．対角化可能

な場合には，(XΛX−1 のトレース) = ((ΛX−1)X のトレース) = (Λのトレース) =
∑

λi．
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22 A = BΛB−1 となるには，B が可逆行列であり，Aに n個の線形独立な固有ベクトルがなければな

らない．それら固有ベクトルが，固有ベクトル行列 B の列となる．

23 A = XΛX−1 のとき，B =

A 0

0 2A

 =

X 0

0 X

Λ 0

0 2Λ

X−1 0

0 X−1

 と対角化できる．B

の固有値は，Aの固有値 λ1, . . . , λn と 2Aの固有値 2λ1, . . . , 2λn からなる．

24 そのような Aは部分空間をなす．なぜならば，cAと A1 +A2 はすべて固有ベクトル行列 X が等し

いからだ．X = I を固有ベクトル行列とする Aは，対角行列すべてからなる部分空間（行列空間）

をなし，その次元は 4である（4× 4行列を考えているので）．

25 Aの列が x1, . . . ,xn であるとする．このとき，列ごとに見ると，A2 = Aは各列について Axi = xi

を意味する．よって，列空間のすべてのベクトル（列 xi の線形結合）が λ = 1に対応する固有ベク

トルである．ゼロ空間のベクトルは必ず λ = 0に対応する固有ベクトルである（Aの列が線形従属

であるかもしれない，そのときには λ = 1に対応する固有ベクトルが n個ない）．線形代数の基本定

理より，列空間 C(A)の次元と零空間 N(A)の次元の和は nであるので，Aは対角化可能である（全

体として n個の線形独立な固有ベクトルがある）．

26 問題点が 2つある．零空間と列空間は重複しうるので，xがそれら両方に含まれるかもしれない．列

空間に線形独立な固有ベクトルが r個あるとは限らない．

27 R = X
√
ΛX−1 =

1 1

1 −1

3

1

1 1

1 −1

 /2 =

2 1

1 2

は R2 = Aを満たす．

√
B が存在するならば，その固有値は λ =

√
9と
√
−1であり，トレース（固有値の和）は実数では

なく，
√
B は実行列とならない．−1 0

0 −1

では，平方根行列の 2つの固有値が虚数
√
−1 = iと −iであるが，トレースは実数 0で

あり，実平方根行列 R =

 0 1

−1 0

が存在する．
28 Aと B を XΛX−1 と分解すると一致する．したがって A = B である．

29 A = XΛ1X
−1 および B = XΛ2X

−1 とする．対角行列では常に Λ1Λ2 = Λ2Λ1 が成り立つ．よって，

次の式変形より AB = BAが成り立つ．

AB = XΛ1X
−1XΛ2X

−1 = XΛ1Λ2X
−1 = XΛ2Λ1X

−1 = XΛ2X
−1XΛ1X

−1 = BA

30 (a) A =

a b

0 d

の固有値は λ = aと λ = dである．(A− aI)(A− dI) =

0 b

0 d− a

a− d b

0 0


=

0 0

0 0

． (b) A =

1 1

1 0

に対し A2 =

2 1

1 1

であり A2 − A− I = 0が成り立つ．これは，

det(A− λI) = λ2 − λ− 1 = 0よりケーリー・ハミルトンの定理が導く等式に一致する．
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31 A = XΛX−1 と対角化されるとき，行列 A− λjI = X(Λ− λjI)X
−1 において，Λ− λjI の (j, j)成

分が 0となる．積 p(A)は以下のようになる．

p(A) = (A− λ1I) · · · (A− λnI) = X(Λ− λ1I) · · · (Λ− λnI)X
−1.

それぞれの因子によって対角成分にゼロが作られるので，積 p(A) はゼロ行列になり，それがケー

リー・ハミルトンの定理である（Aが対角化不可能な場合の証明の 1つは，Aに収束するような対

角化可能な行列の列を考える）．

コメント 次に示すケーリー・ハミルトン定理の証明を見たことがあるが，納得できていない．

5.1節の等式 ACT = (detA)I を，λを変数として A − λI に適用する．余因子はある行列の行列式

なので，余因子を成分とする行列 C は λの多項式となる．

(A− λI)CT(λ) = det(A− λI)I = p(λ)I

「これは，ある固定した行列 Aに対する，2つの行列多項式間の恒等式である．」左辺において λ = A

とするとゼロ行列ができるので，右辺においても p(A)はゼロ行列となり，これはケーリー・ハミル

トンの定理である．

上記の鍵となるステップである λに行列 Aを代入する部分について確信が持てていない．λに他の

行列 B を代入したとしても，恒等式は依然として正しいだろうか．AB ̸= BAのときには積の順番

すらも明らかではない . . .

32 AB = BAのとき，Aと B は同じ固有ベクトル (1, 0)と (0, 1)を持つ．したがって，B も対角行列

である（b = c = 0）．以下の方程式に対する零空間は 2次元である．

AB −BA =

1 0

0 2

a b

c d

−
a b

c d

1 0

0 2

 =

0 −b

c 0

 =

0 0

0 0


4つの等式 0 = 0,−b = 0, c = 0, 0 = 0から，ランクが 4− 2 = 2である 4× 4の係数行列ができる．

33 B の固有値は λ = i と −i なので，B4 の固有値は λ4 = 1 と 1 となる．これより B4 = I であり，

B1024 = I となる．

C の固有値は λ = (1±
√
3i)/2である．これは exp(±πi/3)でもあり，λ3 = −1と −1となる．これ

より C3 = −I であり，C1024 = (−I)341C = −C となる．

34 A =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

の固有値は λ = eiθ と e−iθ である（トレース 2 cos θ，行列式 λ1λ2 = 1）．対

69



応する固有ベクトルは (1,−i)と (1, i)である．

An = XΛnX−1 =

 1 1

−i i

einθ

e−inθ

i −1

i 1

 /2i

=

 (einθ + e−inθ)/2 −(einθ − e−inθ)/2i

(einθ − e−inθ)/2i (einθ + e−inθ)/2

 =

cosnθ − sinnθ

sinnθ cosnθ


幾何で考えると，角度 θの回転 n回は，角度 nθでの回転 1回に等しい．

35 X の列と ΛX−1 の行との積により，r 個のランク 1行列の和となる（r は Aのランク）．それらラ

ンク 1行列は λ1x1y
T
1 から λrxry

T
r である．

36 ones(n)同士の積は ones(n) ∗ ones(n) = n ∗ ones(n)となる．これを用いて以下の式を得る．

AA−1 = (eye(n) + ones(n)) ∗ (eye(n) + C ∗ ones(n))

= eye(n) + (1 + C + Cn) ∗ ones(n) = eye(n)ただし C = −1/(n+ 1)

37 B = A−1
1 とすると A2A1 = B(A1A2)B

−1 となる．これより，A2A1 と A1A2 は相似であり，それら

の固有値は同じになる（A1 と A2 は可逆行列なので，固有値はゼロではない）．

38 この行列では (第 1列) = 2(第 2列)となっており，x1 = (1,−2, 0)は λ1 = 0に対応する固有ベクト

ルである．A(1, 1, 1) = (1, 1, 1)より λ2 = 1である．トレースが 0であることから，λ3 = −1である．

これら固有値について，12020 = 1，(−1)2020 = 1，(0)2020 = 0が成り立つ．したがって，A2019 の固

有値と固有ベクトルは Aのそれらと等しい．A2019 = Aおよび A2020 = A2．

練習問題 6.3（275ページ）

1 (a) ASB が（S と同様に）対称行列となるのは B = AT のときである．

(b) ASB が S と相似となるのは B = A−1 のときである．

(a)と (b)の両方を満たすには B = AT = A−1 が直交行列 Qである必要がある．そのとき，QSQT

は S と相似な対称行列である．

2 S の固有値は λ = 0, 4,−2，単位固有ベクトルは ±(0, 1,−1)/
√
2，±(2, 1, 1)/

√
6，±(1,−1,−1)/

√
3．

T の固有値は λ = 0,
√
5,−
√
5，単位固有ベクトルは 1

3 (2, 2,−1)，(1 +
√
5, 1 −

√
5, 2)，(1 −

√
5,

1 +
√
5, 4)．（訳注：T に関する解答がおそらく間違い．訳者の答は固有値 λ = 0, 3,−3および固有ベ

クトル (2, 2,−1), (2,−1, 2), (−1, 2, 2)である．）

3 S =

 9 12

12 16

の固有値は λ = 0と 25であり，Qの列は S の 2つの固有ベクトルからなる．Qの
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1つは Q =

 0.8 0.6

−0.6 0.8

である．この列を交換したもの，さらに任意の列の符号を反転したものが
Qとなりうる．

4 (a)

1 2

2 1

の固有値は λ = −1と 3である． (b) ピボット 1, 1− b2 は固有値と符号が同じである．

(c) トレースが λ1 + λ2 = 2なので，S が 2つの負の固有値を持つことはない．

5 (ATCA)T = ATCT(AT)T = ATCA．Aが 6× 3行列のとき，C は 6× 6行列であり，積 ATCAは

3× 3行列である．

6 固有値 λ = 10と −5より，Λ =

10 0

0 −5

．固有ベクトル x =

1

2

と
 2

−1

を単位ベクトルに標
準化して，Q =

1√
5

1 2

2 −1

．これらを用いて，S = QΛQT となる．

A3 = Oのとき，固有値はすべて λ3 = 0を満たし，したがって固有値はすべて λ = 0である．その

ような行列の 1つは A =

0 1

0 0

である．Aが対称行列のときには，A3 = QΛ3QT = O となるに

は Λ = Oでなければならない．条件を満たす対称行列 Aは QOQT = (ゼロ行列)のみである．

7

3 1

1 3

 = 2

 1
2 −

1
2

− 1
2

1
2

+ 4

 1
2

1
2

1
2

1
2

．
 9 12

12 16

 = 0

 0.64 −0.48

−0.48 0.36

+ 25

0.36 0.48

0.48 0.64

．
8

[
x1 x2

]
は直交行列なので，P1 + P2 = x1x

T
1 + x2x

T
2 =

[
x1 x2

]xT
1

xT
2

 = QQT = I が成り

立つ．また，P1P2 = x1(x
T
1 x2)x

T
2 = (ゼロ行列)．

2つ目の証明．P 2
1 = P1 より，P1P2 = P1(I − P1) = P1 − P1 = 0．

9 A =

 0 b

−b 0

の固有値は λ = ibと −ibである．ブロック行列

A 0

0 A

と
 0 A

A 0

も，固有値が
λ = ib（2回）と λ = −ib（2回）である交代行列である．

10 M は交代行列であり，直交行列でもある．固有値 λはすべて純虚数であり |λ| = 1を満たす．した

がって，トレースがゼロとなることから，固有値は i，i，−i，−iである．

11 A =

 i 1

1 −i

の固有値は λ = 0, 0であり，ただ 1つの固有ベクトル x = (i, 1)を持つ．複素行列に

おける良い性質は AT = A（対称行列）ではなく A
T
= A（エルミート行列，実固有値と直交する固

有ベクトルを持つ）である．

12 S の固有ベクトル行列 Q =


1 1 0

1 −1 0

0 0 1

．B の固有ベクトル行列X =


1 0 1

0 1 0

0 0 2d

．ST = S であ

るが BT ̸= B なので，Qの列は直交するが，X の列は直交しない．
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13 S =

 1 3 + 4i

3− 4i 1

 はエルミート行列 （S
T

= S）である．その固有値 6 と −4 は実数である．

S
T
= S であるとき，固有値が必ず実数となることの証明を以下に示す．

Sx = λxのとき Sx = λxが成り立つ．これを転置して S
T
= S を用いると xTS = xTλを得る．こ

れより，xTSx = xTλxであり，また xTSx = xTλxである．したがって，λ = λは実数である．

14 (a) 偽．反例の 1つは A =

1 2

0 1

．(b) 真．AT = QΛQT = Aより．(c) 真．S−1 = QΛ−1QT よ

り．(d) 偽！反例の 1つは問題 6.2.3の行列 Q．

15 Aと AT は同じ固有値 λを持つが，固有ベクトル xの順序が変わりうる．A =

 0 1

−1 0

の固有値
は λ1 = iと λ2 = −iである．Aおいて λ1 に対応する固有ベクトルは x1 = (1, i)であり，AT にお

いて λ1 に対応する固有ベクトルは x1 = (1,−i)である．

16 Aは可逆行列，直交行列，置換行列，対角化可能である．B は射影行列，対角化可能である．Aは

QR，XΛX−1，QΛQT と分解できる．B は XΛX−1 と QΛQT と分解できる．

17 b = 1のとき，Aは対称行列となり QΛQT と分解できる．b = −1のとき，固有値が重複して固有ベ

クトル行列 X が存在しない．b = 0のとき非可逆行列となる．

18 直交行列かつ対称行列であるためには，|λ| = 1かつ λは実数，つまり，λ = ±1である．よって，S = ±I

または，±S = QΛQT =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

1 0

0 −1

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 =

cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

である．
19 AT と Aが非常に近いにもかかわらず，固有ベクトル (1, 0)と (1, 1)は 45◦ の角度をなす．

20 s11 =
[
q11 . . . q1n

] [
λ1q11 . . . λnq1n

]T
≤ λ最大

(
|q11|2 + · · ·+ |q1n|2

)
= λ最大

21 (a) xT(Ax) = (Ax)Tx = xTATx = −xTAxより xTAx = 0．(b) zTAzの実部は xTAx+yTAy =

0 + 0 なので，zTAz は純虚数である．(c) 固有値の対 ib,−ib の積が +b2 となるので，detA =

λ1 . . . λn ≥ 0である．

22 S が対角化可能で，その固有値行列が Λ = 2I であることから，S = XΛX−1 = X(2I)X−1 = 2I と

なる．非対称行列 [2 1 ; 0 2]も固有値 λ = 2, 2を持つが，この行列は対角化可能ではない．

23 ST = S かつ STS = I であることから S2 = I が成り立つ．よって，S の固有値として取り得る値は

1か −1だけである．Λ=

 I 0

0 −I

より S=

[
Q1 Q2

]
Λ

QT
1

QT
2

= Q1Q
T
1 −Q2Q

T
2．

24 a > 0かつ ac > b2 とする．このとき，c > b2/a > 0も成り立つ．

(i) λ1λ2 = det = ac− b2 > 0より，固有値は符号が同じである．

(ii) λ1 + λ2 > 0（トレース a+ c > 0に等しい）より，その符号は正である．

25 101 > 102 より，S4 =

 1 10

10 101

のみが，正の固有値を 2つ持つ．

例えば x1 = 4と x2 = −3のとき xTS1x = 5x2
1 + 12x1x2 + 7x2

2 は負となる．S1 が正定値行列でな

いことは，その行列式から確認できる．S2 はトレースが −6である．S3 は行列式が 0である．
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26
正定値行列の条件

−3 < b < 3

1 0

b 1

1 b

0 9− b2

=

1 0

b 1

1 0

0 9− b2

1 b

0 1

=LDLT

正定値行列の条件

c > 8

1 0

2 1

2 4

0 c− 8

 =

1 0

2 1

2 0

0 c− 8

1 2

0 1

=LDLT

正定値行列の条件

c > |b|
L =

 1 0

−b/c 1

 D =

 c 0

0 c− b2/c

 S = LDLT

27 f(x, y) = x2 + 4xy + 3y2 = (x+ 2y)2 − y2 = (平方の差)．x = 2，y = −1のとき最初の平方がゼロ

であり，この関数が負となる．

28 S =

0 1

1 0

 によってできる関数は f(x, y) =
[
x y

]0 1

1 0

x

y

 = 2xy である．S の固有値は

λ = 1と λ = −1である．S は不定値行列であり，f(x, y) = 2xyには鞍点がある．

29 ATA =

1 2

2 13

と ATA =

6 5

5 6

は正定値行列である．ATA =


2 3 3

3 5 4

3 4 5

は非可逆行列（半
正定値行列）である．最初の 2つの行列 Aの列は線形独立である．行数が 2しかない 2× 3行列が

列についてフルランク（ランク 3）となることはありえない．3つ目の ATAは非可逆行列である．

30 S =


2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 2

 ピボットが

2, 3
2
, 4
3
．

T =


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

は T


1

1

1

 =


0

0

0

より非可逆行列である．
31 首座小行列式は |S1| = 2，|S2| = 6，|S3| = 30である．ピボットは 2/1，6/2，30/6である．

32 S が正定値行列となるのは c > 1のときである．首座小行列式 cと c2− 1と (c− 1)2(c+2)がいずれ

も正とならなければならない．T は正定値行列となることはありえない（首座小行列式のうち d− 4

と −4d+ 12の両方が正となることはありえない）．

33 a+ c > 2bであるが ac < b2 となる行列の例として S =

1 5

5 10

がある．この行列は正定値行列で
はない．

34 S−1 の固有値はすべて正である．なぜなら，S−1 の固有値は 1/λ(S)であるからだ．また，すべての

x ̸= 0について，エネルギーは xTS−1x = (S−1x)TS(S−1x) > 0である．

35 (x1, x2, x3) = (0, 1, 0)のとき，xTSxは 0となる．なぜならば，対角成分（の 2つ目）が 0だから

だ．実際，第 2ピボットが負であり，x = (1,−10, 0)とすると xTSxは負となる．

36 ajj がすべての固有値 λi より小さいとする．S − ajjI はすべての固有値が正である（S − ajjI は正

定値行列である）．しかし，S − ajjI の (j, j)成分はゼロであり，問題 35より対角成分に 0が含ま

れる行列は正定値行列にはならない．

37 (a) すべての固有値が正 λ > 0なので，行列式も正である． (b) I 以外の射影行列は非可逆行列で

ある． (c) 対角行列Dの対角成分はDの固有値である． (d) nが偶数のとき，S = −I は行列式

が +1の対称行列であるが，この行列 S は負定値行列である．
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38 首座小行列式の判定を用いる．s > 8のとき S は正定値行列である．t > 5のとき T は正定値行列で

ある．

39 1つ目の S について，A =
1√
2

1 −1

1 1

√9 √
1

 1√
2

 1 1

−1 1

 =

2 1

1 2

．2つ目の S について，

A = Q

4 0

0 2

QT =

3 1

1 3

．
40 楕円 x2 + xy + y2 = 1に対応する行列は S =

 1 1/2

1/2 1

であり，その固有値は λ =
1

2
と

3

2
で

ある．長半径と短半径は
√
2と

√
2/3である．

41 S = CTC =

9 3

3 5

．
4 8

8 25

 =

1 0

2 1

4 0

0 9

1 2

0 1

より，C =

2 4

0 3

である．

42 コレスキー因子はそれぞれ C =
(
L
√
D
)T

=


3 0 0

0 1 2

0 0 2

と C =


1 1 1

0 1 1

0 0
√
5

である．Dに含まれ

るピボットの平方根が対角成分に現れている．CTC = LDLT = S であることを再度注意しなさい．

43 (a) detS = 1 × 10 × 1 = 10． (b) λ = 2, 5． (c) x1 = (cos θ, sin θ) と x2 = (− sin θ, cos θ)．

(d)固有値 λi が正なので，S は正定値行列である．

44 ac < b2 のとき ax2 + 2bxy + cy2 は鞍点を持つ．そのとき，行列式 ac− b2 が負なので，行列は不定

値行列（λ < 0と λ > 0）となる．

45 c > 9のとき zのグラフは椀形となり，c < 9のときグラフは鞍点を持つ．c = 9のとき，z = (2x+3y)2

のグラフは，直線 2x+ 3y = 0に沿ってゼロとなるような「谷（トラフ）」形となる．

46 正定値対称行列の積 ST には多くの応用がある．「一般化」固有値問題Kx = λMxより ST = M−1K

が導かれる（この場合，M の逆行列を求めずに eig(K,M)とすることが多い）．ST の固有値 λは

すべて正である．

STx = λxより (Tx)TSTx = (Tx)Tλx．これより，λ = xTTTSTx/xTTx > 0が言える．

47 xTATCAx = (Ax)TC(Ax)と括弧をつける．仮定より C は正定値行列なので，このエネルギーがゼ

ロとなるのは Ax = 0のときのみである．仮定より Aの列は独立なので，Ax = 0となるのは x = 0

のときのみである．したがって ATCAは，x ̸= 0に対しエネルギーが正であり，正定値行列である．

私の教科書 Computational Science and Engineering（邦訳：『世界標準MIT教科書ストラング：計

算理工学』）と Introduction to Applied Mathematicsでは，まず最初に幅広い応用分野における ATCA

の例を多数示している．ATCAが正定値行列であることは，線形代数から導かれる重要な統一概念

だと私は考える．
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48 (a) λ1I−Sの固有値は λ1−λ1, λ1−λ2, . . . , λ1−λnである．それらはすべて 0以上である．λ1I−S

は半正定値行列である．

(b) 半正定値行列では，エネルギーは xT (λ1I − S)x ≥ 0となる．この式から λ1x
Tx ≥ xTSx．

(c) (b) より，すべての x について xTSx/xTx ≤ λ1 が言える．Sx = λ1x を満たす固有ベクトル

x = x1 のとき，等号が成立する．したがって，xTSx/xTxの最大値は λ1 である．

49 a ≥ 0かつ c ≥ 0のとき，エネルギーは xTSx = a (x1 + x2 + x3)
2 + c (x2 − x3)

2 ≥ 0となる．これ

が半正定値行列となる条件である．S のランクは r ≤ 2であり，行列式は 0である．したがって，ど

んな aと cを選んでも正定値行列にはならない．

練習問題 6.4（293ページ）

1 固有値が 4と 1であり，対応する固有ベクトルが (1, 0)と (1,−1)であることから，解として u1 =

e4t

1

0

と u2 = et

 1

−1

を得る．初期値が u(0) =

 5

−2

 = 3

1

0

+ 2

 1

−1

であるとき，それら
係数 3と 2を用いて u(t) = 3e4t

1

0

+ 2et

 1

−1

となる．
2 z(0) = −2のもとで dz/dt = zの解は z(t) = −2etである．次に，y(0) = 5のもとで dy/dt = 4y−6et

の解は y(t) = 3e4t + 2et となり，問題 1の結果に一致する．

3 (a) Aのすべての列について成分の和がゼロであるとき，Aの行の和がゼロ行となる．したがって，

Aの行は線形従属であり，Aは非可逆行列であり，固有値の 1つは λ = 0である．

(b) A =

−2 3

2 −3

の固有値は λ1 = 0と（トレースが −5であることから） λ2 = −5であり，それ

ぞれ対応する固有ベクトルは x1 = (3, 2)と x2 = (1,−1)である．いつもの 3ステップを適用する．

1. u(0) =

4

1

を固有ベクトルの線形結合により
3

2

+

 1

−1

 = x1 + x2 と書く．

2. 2つの固有ベクトルの方向に解 e0tx1 と e−5tx2 を得る．

3. e−5t → 0であるので，解 u(t) = x1 + e−5tx2 は定常状態 x1 = (3, 2)を持つ．

4 d(v + w)/dt = (w − v) + (v − w) = 0 より，合計の人数 v + w は定数である．A =

−1 1

1 −1

 の
固有値は λ1 = 0 と λ2 = −2 であり，対応する固有ベクトルは x1 =

1

1

 と x2 =

 1

−1

 である． v(0)

w(0)

 =

 30

10

 = 20

 1

1

+ 10

 1

−1

より v(1) = 20 + 10e−2

w(1) = 20− 10e−2

v(∞) = 20

w(∞) = 20
を得る．

5
d

dt

 v

w

 =

 1 −1

−1 1

の固有値は λ = 0と λ = +2である．t→∞とすると，v(t) = 20 + 10e2t →

−∞となる．
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6 A =

a 1

1 a

は実固有値 a+1と a− 1を持つ．a < −1のとき，それら固有値は負となる．そのと

き，du/dt = Auの解はゼロへと収束する．

B =

 b −1

1 b

は複素固有値 b+ iと b− iを持つ．b < 0のとき，それら固有値の実部が負となる．

そのとき，dv/dt = Bvの解はゼロへと収束する．

7 射影行列の固有値は λ = 1と λ = 0である．Px = xを満たす固有ベクトルは，P の射影先となる

部分空間の全体となる．この問題では x = (c, c)である．Px = 0を満たす固有ベクトルは，直交す

る部分空間の全体となる．この問題では x = (c,−c)である．du/dt = −Puの解について，

u(0) =

3

1

 =

2

2

+

 1

−1

 u(t) = e−t

2

2

+ e0t

 1

−1

 は
 1

−1

 に収束する．

8

6 −2

2 1

の固有値と固有ベクトルは λ1 = 5, x1 =

2

1

, λ2 = 2, x2 =

1

2

である．ウサギの数は
r(t) = 20e5t +10e2t であり，狼の数は w(t) = 10e5t +20e2t である．狼の数に対するウサギの数の比

は 20/10へと収束する．（自然現象に反しているようだが）e5t が支配的である．

9 (a)

4

0

 = 2

1

i

+2

 1

−i

． (b) これより u(t) = 2eit

1

i

+2e−it

 1

−i

 =

4 cos t

4 sin t

．（訳注：
最後の (4 cos t, 4 sin t)は (4 cos t,−4 sin t)が正しいのではないか．）

10
d

dt

y

y′

 =

y′

y′′

 =

0 1

4 5

y

y′

．この式から正しく y ′ = y ′ と y ′′ = 4y + 5y ′ が得られる．

A =

0 1

4 5

より det(A− λI) = λ2 − 5λ− 4 = 0を得る．y = eλt を y′′ = 5y′ + 4yに直接代入する

ことでも λ2 = 5λ + 4が得られ，同じ 2つの固有値 λが得られる．二次方程式の解の公式から，固

有値は 1
2
(5±

√
41)である．

11 eAt を表す級数は eAt = I + t

0 1

0 0

+ ゼロ行列 =

1 t

0 1

．
これより

 y(t)

y′(t)

 =

1 t

0 1

 y(0)

y′(0)

y(0) + y′(0) t

y′(0)

．この y(t) = y(0) + y ′(0) tが方程式の解で

ある．第 2項に因子 tがあることから，Aには固有ベクトルが 1つしかなく対角化不可能だと分かる．

12 A =

 0 1

−9 6

のトレースは 6，行列式は 9，固有値は λ = 3, 3，線形独立な固有ベクトルはただ 1つ

(1, 3)のみである．y = te3t が 2つ目の解であることは代入により確認できる（1つ目の解は y = e3t

である）．
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13 (a) y(t) = cos 3tと y(t) = sin 3tはそれぞれ y′′ = −9yの解である．初期値 y(0) = 3と y′(0) = 0とな

る解は y(t) = 3 cos 3tである．(b) A =

 0 1

−9 0

の行列式は 9，固有値は λ = 3iと−3i，対応する固

有ベクトルは x =

 1

3i

と
 1

−3i

である．u(t) = 3
2
e3it

 1

3i

+ 3
2
e−3it

 1

−3i

 =

 3 cos 3t

−9 sin 3t

．
14 Aが交代行列であるとき，||u(t)||2 の導関数はゼロである．よって，∥u(t)∥ = ∥eAtu(0)∥は ∥u(0)∥

から変化しない．Aが交代行列 (AT = −A)のとき，行列 eAt は直交行列となる．

15 (a) up = 4および u(t) = cet + 4である．(b) この行列方程式の特殊解 up = A−1bは

4

2

であり，
完全解は u(t) = c1e

t

1

t

+ c2e
t

0

1

+

4

2

である．
16 d/dt(eAt) = A + A2t + 1

2
A3t2 + 1

6
A4t3 + · · · = A(I + At + 1

2
A2t2 + 1

6
A3t3 + · · · )．これはまさに

AeAt に等しく，eAt の導関数として期待する結果と等しい．

17 eBt = I+Bt =

1 −4t

0 1

（B2 = 0より級数が途中で終わる）．この例では，導関数は

0 −4

0 0

 =

BeBt = B である．

18 時刻 t+ T の解は eA(t+T )u(0)と書ける．よって，eAt と eAT の積は eA(t+T ) に等しい．

19 A2 = Aより eAt = I +At+ 1
2At2 + 1

6At3 + · · · = I + (et − 1)A．

20 問題 21より eA =

e 4(e− 1)

0 1

であり，問題 19より eB =

1 −4

0 1

である．積を直接計算する
ことで eAeB ̸= eBeA ̸= eA+B =

e 0

0 1

が示せる．
21 行列 Aは A2 =

1 3

0 0

2

=

1 3

0 0

 = Aを満たし，すべてのベキについて An = Aとなる．よっ

て，問題 19と同様に，eAt = I + (t+ t2/2! + · · · )A = I + (et − 1)A =

et 3(et − 1)

0 0

となる．
22 (a) eAtの逆行列は e−Atである． (b) Ax = λxのとき，eAtx = eλtxおよび eλt ̸= 0である．後

者の式変形：eAtx = (I +At+ 1
2A

2t2 + · · · )x = (1 + λt+ 1
2λ

2t2 + · · · )x = eλtx．

23 （係数の異なる）次の例を示すつもりであった．
dx/dt = 0x− 4y

dy/dt = −2x+ 2y
を入れ替えて

dy/dt = −2x+ 2y

dx/dt = 0x− 4y
．

この解 (x, y) = (e4t, e−4t)は発散する．行を u =

y

x

と入れ替えた際の正しい行列は
 2 −2

−4 0

で
ある．この行列の固有値は，元の行列の固有値と同じである．

77



24

 1 0

∆t 1

の逆行列よりUn+1 =

 1 0

−∆t 1

1 ∆t

0 1

Un =

 1 ∆t

−∆t 1− (∆t)2

Unを得る．∆t =

1のとき，

 1 1

−1 0

の固有値は λ = eiπ/3と e−iπ/3である．いずれの固有値も λ6 = 1を満たすので

A6 = I が成り立つ．したがって，U6 = A6U0 はまさに U0 に戻る．

25 1つ目の行列 Aの固有値は λ = ±iであり，A4 = I である．2つ目の行列 Aの固有値は λ = −1,−1

であり，An = (−1)n
1− 2n −2n

2n 2n+ 1

は線形に発散する．
26 (a) a = ∆t/2のとき，台形法の 1ステップは Un+1 =

1

1 + a2

1− a2 2a

−2a 1− a2

Un となる．

この行列の列は正規直交するので，行列は直交行列である．よって，∥Un+1∥ = ∥Un∥が成り立つ．

(b) 省略．

27 2を証明するには，級数のはじめの項を二乗して，次の式が成り立つことを確認する：(I+A+ 1
2A

2+

1
6A

3)2 = I + 2A + 1
2 (2A)2 + 1

6 (2A)3 + · · ·．対角化による証明が可能なときは，それが一番簡単で

ある（しかし，行列 Aが対角化可能である必要がある）．
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7.1節の練習問題（310ページ）

1 ATA =


0 0 0

0 1 0

0 0 64

 , AAT =


1 0 0

0 64 0

0 0 0

 はともに σ1 = 8, σ2 = 1 となる．特異ベクトルは，

v1 = (0, 0, 1), v2 = (0, 1, 0), u1 = (0, 1, 0), u2 = (1, 0, 4)．Aの第 3行（および AT の第 3列）

を削除した行列においても，

 1 0

0 64

となり，変わらず σ2
1 = 64と σ2

2 = 1となる．

2 det(B − λI) = −λ3 + 1
125 = 0 より，λ は 1, e2πi/3, e4πi/3 それぞれの 1

5 倍が得られる．特異値は

σ = 8, 1, 1/1000となる．成分の小さな変化にたいして，λの変化差分は 1/5だが，σ の変化差分は

1/1000である．

3 AT は Aと同じ特異値を持つ．特異ベクトルが交代して Av = σuだったものが Au = σvに変わる．

4

 0 A

AT 0

uk

vk

=
 Avk

ATuk

=σk

uk

vk

 であり
 0 A

AT 0

−uk

vk

=
 Avk

−ATuk

=−σk

−uk

vk


この対称行列 S を用いて，Aの特異値分解を行い uk,vk および σk を求めることができる．

5 ATAは対称行列であり，λ1 = 25, λ2 = 0であるから，Aの σ1 = 5となる．また，ATAの固有ベク

トルは v1 = (2, 1),v2 = (−1, 2)であり，直交する（対称行列の固有ベクトルは直交する：264ペー

ジ），これらは，A = UΣV T の v1,v2 と一致する．

6 特異値 σ1, σ2はATA =

2 1

1 1

の固有値 λ1, λ2の平方根である．よって，固有方程式 λ2−3λ+1 = 0

から λ2 + 1 = 3λ = 3σ2 が得られ，λ = 1
2 (3±

√
5)，σ = 1

2 (
√
5± 1)である．

7 特異値が 20個ある理由は，ランダムな 20行 40列の行列が，ほぼ確実にランク 20を持つからであ

る．（訳注：この例で実験すると，一様分布の第 1特異値から第 2特異値への減衰が特に早く，正規

分布はリニアに下がる様子が見える．これは，randn (20, 40)による正規分布の平均値が 0であるの

に対して，rand (20, 40)による一様分布の平均値が 0.5にあることによる．全体の平均値のために一

様分布の第 1特異ベクトルが使われる．）

8 レイリー商 R(x) =
xTSx

xTx
=

λ1c
2
1 + · · ·+ λnc

2
n

c21 + · · ·+ c2n
は，c1 = 1かつ他の ci が 0のとき，最大値 λ1 をと

る．そのときの x = v1 は S（= ATA）の正の最大固有値に対応する固有ベクトルであり，Aの第 1

右特異ベクトルである．また，R(x)は，cn = 1かつ他の ci が 0のとき，最小値 λn をとる．そのと

きの x = vn は Aの第 n右特異ベクトルである．

（訳注：S = ATAは正定値行列で各 λi は正であり，対応する Aの特異値は σi =
√
λi である．）

9 xTv1 = 0という条件は，c1 = 0を意味する．この条件下では，c2 = 1かつ他の ciが 0のとき，R(x)

は最大値をとる．そのときの x = v2は S（= ATA）の正の第 2固有値に対応する固有ベクトルであ

り，Aの第 2右特異ベクトルである．
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10 最初の行列で計算すると，ATA =

 5 3

3 5

 は λ1 = 8 と λ2 = 2 をもつ．ATA の固有ベクトル

v1,v2 が Aの右特異ベクトルとなるので，v1 = (1, 1)/
√
2,v2 = (1,−1)/

√
2である．そして，左特

異ベクトルは u1 = Av1/σ1 = (4, 0)/
√
2
√
8 = (1, 0),u2 = Av2/σ2(0, 2)/

√
2
√
2 = (0, 1)と求まる．

次の行列で計算すると，ATA =

 25 25

25 25

は λ1 = 50と λ2 = 0をもつ．Aの第 1右特異ベクト

ルは再び v1 = (1, 1)/
√
2が σ1 =

√
50に対応する．また，第 2右特異ベクトルは v2 = (1,−1)/

√
2

であり σ2 は存在しない（σ2 = 0とも言えるが，ここでは簡易形を使い σ2 はないとする）．そして，

左特異ベクトルは u1 = Av1/σ1 = (3, 4)/5となる．

（訳注：2つめの例では，A = UΣV T = (2× 1)(1× 1)(1× 2)という形になる．）

11 ATA =


1 1 0

1 2 1

0 1 1

 の固有値は λ = 3, 1, 0 であり，特異値は σ1 =
√
3, σ2 = 1（σ3 は存在しな

い）．ATAの固有ベクトル（Aの右特異ベクトル）は v1 = (1, 2, 1)/
√
6,v2 = (1, 0,−1)/

√
2,v3 =

(1,−1, 1)/
√
3であり，Avi = σui から左特異ベクトルは u1 = (1, 1)/

√
2,u2 = (1,−1)/

√
2となる．

A =

1 1 0

0 1 1

 =
1√
2

1 1

1 −1

√3 0

0 1

1 2 1

1 0 −1

 /
√
6

/
√
2

12 これは小さな質問だが，すべての鍵となる質問である．結合法則 (AAT)A = A(ATA)に基づいてお

り，この両辺に vを作用させていることになる．vが ATAの固有ベクトルであることを思い出そう．

(AAT)Av = A(ATA)v = Aλv = λAv となるので，Av は AAT の固有ベクトルであり，同じ固有

値 λを持つ．

13 A=UΣV T=


u1 u2

σ1

0


v1 v2

T

=


1 3

3 −1


√
10


√
50 0

0 0



1 2

2 −1


√
5

A =

1 2

3 6

は 2× 2のランク 1行列である．行空間の基底は v1で，零空間の基底は v2である．さ

らに，列空間の基底は u1 で，左零空間の基底は u2 である．

行空間 C(AT)
1√
5

1

2

 , 零空間 N(A)
1√
5

 2

−1


列空間 C(A)

1√
10

1

3

 , 左零空間 N(AT)
1√
10

 3

−1


14 (a) ATAの対角成分は ||第 1行 ||2, · · · , ||第m行 ||2 となる．したがって，ATAのトレースは全要

素 a2ij の和となる．

(b) Aがランク 1ならば，ATAもランク 1となる．したがって，Aの特異値は σ1 = (trace ATA)1/2

のみである（他の特異値はすべて 0）．
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15 σmax(A
−1)σmax(A)の値は σmax(A)/σmin(A)に等しい．この値は 1以上である．すべての σが等し

いときに 1となり，その時 A = UΣV T は直交行列の定数倍（σUV T）となる．比 σmax/σmin は A

の条件数と呼ばれる重要な数である（付録 A9参照）．

16 Aに加える最小の変更は，最小特異値 σ2 を 0にすることである．

17 A + I の特異値は σj + 1 とはならない（A + I の固有値は λj + 1 である）．A + I の特異値は

(A+ I)T(A+ I)の固有値から得られる．対角行列 A =

1 0

0 3

で試してみよ．（訳注：この例では
固有値も特異値も +1となることが分かる．対角行列でない場合は，固有値は +1されるが，特異値

はそうならない）

7.2節の練習問題（317ページ）

1 I の特異値はすべて σ = 1 である．uiv
T
i を一つ取り除いただけで，誤差の大きさは 1 となる．行

列 A = I を特異値分解によって和に分解した各部分は，どれも大きさ 1であり，どれもは取り除く

ことができない．この場合の SVDは I = (U)(I)(UT)であり U = V である．SVDの自然な選択は

UΣV T = III である．しかし，実際には任意の直交行列 U を選択することができる．（I の固有ベク

トルも、一意ではなく多くの選択肢がある！任意の直交行列 U は I の正規直交固有ベクトルを維持

する．）

ゼロの十字を持つ国旗を表す，ランク 3行列の例は，A =



2 1 0 1 1

1 1 0 1 1

0 0 0 0 0

1 1 0 1 1

1 1 0 1 2


である．

2


1 2 1 1

2 2 2 2

1 2 1 1

=


1 0

0 1

1 0


1 2 1 1

2 2 2 2

 =
[
u1 u2

]vT
1

vT
2

 = u1v
T
1 + u2v

T
2

1 2 2

1 3 3

=

1 2

1 3

1 0 0

0 1 1

 =

 線形独立
な列

 R

の行

 として A = CR分解．

=
[
u1 u2

]vT
1

vT
2

 = u1v
T
1 + u2v

T
2

3 BBT =

1 2 2

1 3 3

 
1 1

2 3

2 3

 =

 9 13

13 19


トレースは 28, 行列式は 2．
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BTB =


1 1

2 3

2 3


1 2 2

1 3 3


=


2 5 5

5 13 13

5 13 13

トレースは 28, 行列式は 0．

B は小さな第 2特異値 σ2 ≈ 1√
14
を持つので圧縮可能．しかし B の最初の行と列の組だけを残すわ

けではない．良い行 v1 と列 u1 は BTB と BBT の第 1固有ベクトル（すなわち B の第 1特異ベク

トル）である．

4 私の手計算では ATA =


7 10 7

10 16 10

7 10 7

 および det(ATA− λI) = −λ3 +30λ2− 24λとなった．こ

れより ATAの固有値の 1つは λ = 0（正しい）．他の固有値は

λ2 − 30λ+ 24 = 0 より λ = 15±
√
152 − 24 ≈ 15± 14 = 29, 1

なので，σ1 ≈
√
29, σ2 ≈ 1．MATLABの svd (A)コマンドはより正確な σ,U, V を与えるだろう．

5 1で満たされた円（日の丸の赤い部分）の内部含まれる，1で満たされた最大の正方形を考える．正

方形の頂点が 45◦, 135◦の角度の位置で円に接している（x軸からの反時計回りの角度を 0◦とする）．

正方形は 1で満たされた行列であり，ランクは 1である．

（訳注：この部分のランクは小さい（ランク 1）ので無視する．正方形の内側は，45◦, 135◦ ラインで

円と交差する行を，行基本変形で正方形の各行から引き算することですべて 0にできるので除いて

計算できる．あるいは，1つの行列を行空間が共通部分空間を持たない 2つの行列の和に分解した場

合，そのランクはそれぞれのランクの和になることから，正方形の部分を除いたと考えても良い．）

次に正方形の外側の 1を見てみよう．正方形の上下にある弓形は，それぞれ n−
√
2n/2行ある．正

方形の左右にある弓形も，それぞれ同数の列を持つ．（下の弓形は上の弓形の行コピーであり，左の弓

形は右の弓形の列コピーなので、行基本変形や列基本変形で消去できる）．これら 2つの同数の数を

足すと，ランクは (2−
√
2)nとなる（これの結果は数値計算でも確認できる）．

6 n×n行列 Aの各成分は 2変数関数 F (x, y)の点 (x, y) = F (i/n, j/n)を均一な正方形の格子点で近似

した値（0 < x, y < 1）であり，Aij = F (i/n, j/n)となる．この問題では，F1(x, y) = xy, F2(x, y) =

x+ y, F3(x, y) = x2 + y2 の 3つの関数を考える．

1. F1(x, y) = xy，行列の成分は Aij = ij/n2である．この行列は，ランク 1の対称行列である（第

j 列が第 1列の j 倍である）．

2. F2(x, y) = x+ y，行列の成分は Aij = (i+ j)/nである．この行列は，2つのランク 1行列の和

であり，ランクは 2となる．

3. F3(x, y) = x2 + y2，行列の成分は Aij = (i2 + j2)/n2 である．この行列は，再びランクは 2と

なる．
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（訳注：ここで，F1(x, y) = xyに対応する Aは，3× 3行列で書くと

n2A =


1 2 3

2 4 6

3 6 9

 =


1

2

3

[
1 2 3

]
なのでランクは 1．

F2(x, y) = x+yに対応するAは，は 2つのランク 1行列の和A = B+C であり，Bij = i/n, Cij =

j/nである．

nA =


1 3 4

3 4 5

4 5 6

 = nB + nC =


1

2

3

[
1 1 1

]
+


1

1

1

[
1 2 3

]
=


1 1

2 1

3 1


1 1 1

1 2 3


となり，ランク 2行列の積となるのでランクは 2．

F3(x, y) = x2+y2では，n2A =


2 5 10

5 8 13

10 13 18

 =


1

4

9

[
1 1 1

]
+


1

1

1

[
1 4 9

]
=


1 1

4 1

9 1


1 1 1

1 4 9


となり，ランク 2行列の積なのでランクは 2．）

F3(x, y) = x2 + y2, Aij = (i2 + j2)/n2 のランクは 2なので、最初の 2つの固有値（および特異値）

以外はゼロである．Aのトレースは 2(12 + · · · + n2)/n2 ≈ 2(n3/3)/n2 = 2n/3となる．この値は 2

つのゼロでない固有値の和 λ1 + λ2に等しい．この先は，数値計算によって λ1, λ2がそれぞれ推定で

きるだろう．

7 Aij = F (i/n, j/n)とするとき，F (x, y) = F (y, x)ならばこの行列は対称行列となる（例：F (x, y) =

x+y）．また，F (x, y) = −F (y, x)ならば反対称行列となる（例：F (x, y) = x−y）．F (x, y) = F (x)F (y)

ならばランク 1となる（他の可能性はあるか？）．F (x, y) = F (x) +F (y)ならばランク 2となる．n

個以下のランク 1行列の和，からなる行列M は非可逆である（さらにこれを拡張して欲しい）．

7.3節の練習問題（324ページ）

1 A0 の行の平均はそれぞれ 3, 0である．よって，

A =

 2 1 0 −1 −2

−1 1 0 1 −1

 , S =
AAT

4
=

1

4

10 0

0 4



となる．S の固有値は λ1 =
10

4
, λ2 =

4

4
= 1である．S の第 1固有ベクトルは

1

0

である．
これは，Aの列である 5点 (2,−1), . . . , (−2,−1)に対して原点 (0, 0)を通る直線を引いた場合，水平

線（x軸）が最も近いことを意味する．
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2 今度は A0 の行の平均はそれぞれ 1
2 , 2である．よって，

A =

 1
2 − 1

2
1
2 − 1

2
1
2 − 1

2

−1 0 1 1 0 −1

 , S =
AAT

5
=

1

5

 3
2 0

0 4


となる．

今回も Aの行は偶然直交している（行の特殊なパターンを見よ）．今度は S の第 1固有ベクトルは0

1

である．よって，Aの列である 6点
(
1
2 ,−1

)
, . . . ,

(
− 1

2 ,−1
)
に対して原点 (0, 0)を通る直線を引

いた場合，垂直線（y軸）が最も近い．

3 A0 =

1 2 3

5 2 2

は行の平均がそれぞれ 2, 3である．よって，

A =

−1 0 1

2 −1 −1

であり，
S =

1

2
AAT =

1

2

 2 −3

−3 6

となる．
ここから，trace(S) = 1

3 － 1
(8) ,det(S) =

(
1
2

)2
(3)が得られる．S の固有値 λ(S)は λ2 − 8λ+3 = 0

の解の 1
2 倍である．よって，固有値は 4±

√
16− 3であり，特異値 σは

√
λ1,
√
λ2 である．

4 この行列 Aは行が直交しており，S =
AAT

n− 1
=

1

3


2 0 0

0 8 0

0 0 4

となる．対角成分 λを降順に並べて

λ1 > λ2 > λ3 とすると，固有ベクトルはこの順に (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0)となる．

最初の固有ベクトルは u1 方向すなわち y 軸であり，2番目の固有ベクトル u2 の z 軸方向と組み合

わせると，最良の平面は yz 平面である．

この問題は，相関行列 S の対角成分をすべて 1にスケーリングすれば単位行列となる例である．も

し，元のスケールが意味を持たないと考え，行の長さをすべて同じにしたいのならば，2番目の行の

8から u1 = (0, 1, 0)を最初の軸に選ぶ理由はない．

5 オリジナルの最小二乗法は，主成分分析（PCA），すなわち直交最小二乗とは異なる．

ATAx̂=ATbより，

 3 0

0 14

 x̂=

 0

5

から，x̂=

 0

5/14

が導かれる．
最良の直線は y =

5

14
tである．一方，PCAでは，原点 (0, 0)を通り，点 (−3,−1), (1, 0), (2, 1)との

直交距離がもっとも短い直線を見つける．計算としては，データ点の 2× 3行列 Aに対して，ATA

の最大固有値を求めることになる．

AAT =

 −3 1 2

−1 0 1



−3 −1

1 0

2 1

 =

 14 5

5 2

の固有値は， λ2 − 16λ+ 3 = 0の解．
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この式を解くと λ = 8±
√
61となり，AAT の最大固有値に対応する固有ベクトルは (5,

√
61− 6) ≈

(5, 1.8)の方向である．これは直線 y =
1.8

5
tの方向である．

6 Wikipediaで固有顔（日本語）および eigenfaces（英語）を見よ．プログラムは英語版にある．

7 A3はランク 3で Aに最も近い行列であり，その上位 3つの特異値は 5, 4, 3である．よって，A−A3

の特異値は 2,1である．

8 Aが σ1 = 9で Bが σ1 = 4のとき，A+Bは σ1 ≤ 13を満たす（||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||より）．ま

た，A+B は σ1 ≥ 5である（||A+B||+ || −B|| ≥ ||A||より）．

7.4節の練習問題（332ページ）

1 v =

 1

i

のとき，v =

 1

−i

 , ||v||2 = 2, vT =
[
1 −i

]
, ||v||2 = 2

2

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 1

i

 =
[
cos θ − i sin θ

] 1

i

 , およびその複素共役である，

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 1

−i

 =
[
cos θ + i sin θ

] 1

−i


1√
2

 1 1

1 −1

の固有値は 1,−1である．

3 すべての置換行列の各列は，長さ 1であり直交している．よって，PTP = I かつ P−1 = PTであり，

逆行列も置換行列である．

4 det(P − λI) = 0より λ4 = 1．よって，4つの固有値 λは 1, i, i2, i3 である．P の固有ベクトルは問

題文にある通りであり，それらは直交している（P は固有値が重複しない直交行列なので，固有ベク

トルは直交する）．この場合，P の固有ベクトル行列はフーリエ行列である！

5 8つの Haarウェーブレットは，この行列W8 の各列である．

W = W8 =



1 1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 0 −1 0 0 0

1 1 −1 0 0 1 0 0

1 1 −1 0 0 −1 0 0

1 −1 0 1 0 0 1 0

1 −1 0 1 0 0 −1 0

1 −1 0 −1 0 0 0 1

1 −1 0 −1 0 0 0 −1



WTW は対角行列Dとなり，その対角成分は (8, 8, 4, 4, 2, 2, 2, 2)である．さらに，WTW = Dより

W−1 = D−1WT となる．
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8.1節の練習問題（345ページ）

（訳注：英語版に解答なし．）

8.3節の練習問題（370ページ）

1 P 2 = a(aTa)aT/(aTa)2 = aaT/aTa = P．

Px = a(aTx)は aのスカラー倍である．

Pa = aより aT(x− Px) = aTx− (Pa)Tx = 0．

2 8.3節 367ページの式 (15)において，項
biai

||ai||2
が含まれる．Ax∗ = bより，この項は

aia
T
i x

∗

aT
i ai

に等

しい．

3 e2/e1 = cos θおよび e3/e2 = cos θである．これより，e3 = e2 cos θ = e1 cos
2 θである．各ステップ

で誤差が cos θ倍になる（減少する）．

4 x = 1, y = 1における勾配ベクトルは∇F = (∂F/∂x, ∂F/∂y) = 2(x− y, 2y− x) = (0, 2)である．し

たがって，勾配降下法は (1, 1)から (0, 2)の方向へ (1, 1− 2× 0.5) = (1, 0) = (x1, y1)まで進む．

5 B = 2では，1ステップの計算で xi と xk をサンプリングし，損失 F (xi) + F (xk) = ||aT
i x− bi||2 +

||aT
kx− bk||2 を最小化する．この和に対する勾配は 2(aT

i ai + aT
k ak)である．

6 数値実験．

7 数値実験．

8.4節の練習問題（383ページ）

1 前半部分：µ = 20と S2 = 0．後半部分：µ = 20.5と S2 =
24

23

(
1

2

)2

．

（訳注：問題 2から 9について英語版に解答なし．）

10 E[x2] = E[(x−m)2] + 2mE[x]−m2 = σ2 + 2m2 −m2 = σ2 +m2．

（訳注：問題 11について英語版に解答なし．）
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