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記号の用意

R 実数全体の集合
N 自然数全体の集合
x スカラー
x ベクトル (デフォルトは縦ベクトル)
X 確率変数
X 行列
diag(a1, . . . , an) 対角成分が a1, . . . , an であるような n × n行列
X 集合
x⊤, X⊤ ベクトル xや行列X の転置
X−1 行列X の逆行列
|X| 行列X の行列式
tr(X) 行列X の跡（トレース）
∥x∥ ベクトル xのユークリッドノルム
x̂ 推定値または近似値
1A(x) 事象 Aの指示関数
X ∼ P 確率変数X が確率分布 P に従う
P(A) 事象 Aが成り立つ確率
E[X] 確率変数X の期待値
Cov[X, Y ] 確率変数X と Y の共分散
H(X) 確率変数X の微分エントロピー
KL(X∥Y ) 確率変数X の確率変数 Y に対するカルバック・ライブラー

情報量
x ∝ y xが yに比例する
N (µ, Σ) 平均ベクトル µ, 共分散行列 Σの多変量正規分布
GP(µ, k) 平均関数 µ, カーネル関数 kのガウス過程
Dn n 回の目的関数の観測の結果得られた入力と出力のペアのデータ

{(xi, yi)}n
i=1
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1.1 線形代数の種々の結果
ここでは本文で用いる種々の結果のうち、線形代数の分野でよく知られ

ているものを列挙します。

定理 1.1.1 (逆行列の微分). 行列Aは正則であって、かつ |A| > 0で
あるような n × n行列とします。このとき、以下が成り立ちます。

• ∂
∂t log |A| = tr

(
∂A
∂t A−1)

• ∂
∂t A−1 = −A−1 ∂A

∂t A−1

Proof. 第一式は以下のように示すことができます。まず、
∂

∂t
log |A| = 1

|A|
∂

∂t
|A|

= 1
|A|

n∑
i=1

n∑
j=1

∂|A|
∂Aij

∂Aij

∂t

(1.1)

です。 ∂|A|
∂Aij

について考えるために、余因子展開を考えます。

|A| =
n∑

k=1

AikÃik (1.2)

ただし Ãik はAの (i, j)余因子で、Aの i行目と k列目削除して得られ
る行列の行列式に (−1)i+k をかけたものです。式 (1.2)の両辺を Aij で微
分して以下を得ます。

∂|A|
∂Aij

=
n∑

k=1

(
∂Aik

∂Aij
Ãik + Aik

∂Ãik

∂Aij

)

=
n∑

k=1

(
δkjÃik + Aik

∂Ãik

∂Aij

)
= Ãij

(1.3)

ここで、δkj は k = j のときにのみ 1をとりそれ以外では 0をとる値であ
り、(i, k)余因子はAij に依存し得ないことを用いました。ここで、(j, i)
余因子を ij 成分とする余因子行列 Ãは、A−1 = 1

|A| Ãを満たしますか
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1.2 確率論の種々の結果

ら、式 (1.3)は
∂|A|
∂Aij

= Ãij

= |A|(A−1)ji

(1.4)

これを式 (1.1)に代入して、
∂

∂t
log |A| = 1

|A|

n∑
i=1

n∑
j=1

∂|A|
∂Aij

∂Aij

∂t

= 1
|A|

n∑
i=1

n∑
j=1

|A|(A−1)ji
∂Aij

∂t

=
n∑

i=1

n∑
j=1

∂Aij

∂t
(A−1)ji

=
n∑

i=1

(
∂A

∂t
A−1

)
ii

= tr
(

∂A

∂t
A−1

)

(1.5)

よって示されました。
第二式を示すには、AA−1 = In の両辺を微分します。

∂A

∂t
A−1 + A

∂A−1

∂t
= O (1.6)

すなわち

A
∂A−1

∂t
= −∂A

∂t
A−1 (1.7)

左からA−1 をかけて、所望の等式を得ます。
∂A−1

∂t
= −A−1 ∂A

∂t
A−1 (1.8)

1.2 確率論の種々の結果
ここでは本文で用いる種々の結果のうち、確率論の分野でよく知られて
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いるものを列挙します。

定理 1.2.1 (正規分布の積). 確率密度関数 p(z) が二つの正規分布
N (z | µ1, Σ1), N (z | µ2, Σ2)の積に比例することが分かっているな
らば、p(z)自体も正規分布N

(
z | µ̄, Σ̄

)となります。ただし、
µ̄ = Σ̄

(
Σ−1

1 µ1 + Σ−1
2 µ2

)
Σ̄ =

(
Σ−1

1 + Σ−1
2
)−1 (1.9)

です。

Proof. 単純に、z に関係のない定数倍を無視して計算していくと得られ
ます。

p(z) ∝ N (z | µ1, Σ1)N (z | µ2, Σ2)

∝ exp
(

−1
2

(z − µ1)T Σ−1
1 (z − µ1)

)
×

exp
(

−1
2

(z − µ2)T Σ−1
2 (z − µ2)

)
∝ exp

(
−1

2
(
(z − µ1)T Σ−1

1 (z − µ1) + (z − µ2)T Σ−1
2 (z − µ2)

))
∝ exp

(
−1

2
(
zT (Σ−1

1 + Σ−1
2 )zT − 2zT

(
Σ−1

1 µ1 + Σ−1
2 µ2

)))
∝ exp

(
−1

2

(
z −

(
Σ−1

1 + Σ−1
2
)−1 (Σ−1

1 µ1 + Σ−1
2 µ2

))T

(Σ−1
1 + Σ−1

2 )(
z −

(
Σ−1

1 + Σ−1
2
)−1 (Σ−1

1 µ1 + Σ−1
2 µ2

)))
= exp

(
−1

2
(z − µ̄)T Σ̄−1 (z − µ̄)

)
(1.10)

最左辺は z について確率密度関数であると分かっているので、
p(z) = N

(
z | µ̄, Σ̄

)です。
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1.2 確率論の種々の結果

∫ ∞

−∞
N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

=
∫ ∞

−∞
N
(
x | µ, σ2) ∫ x−m

v

−∞
N (y | 0, 1) dydx

=
∫ ∞

−∞
N
(
x | µ, σ2) ∫ x

−∞
N
(
y | m, v2) dydx

=
∫ ∞

−∞

∫ x

−∞

1
2πσv

exp
(

− (y − m)2

2v2 − (x − µ)2)
2σ2

)
dydx

(1.18)

z = y − x + µ − m, w = x − µと変数変換します。(
w

z

)
=

(
x − µ

y − x + µ − m

)
=

(
1 0

−1 1

)(
x

y

)
+

(
−µ

µ − m

)
(1.19)

より、この変換のヤコビアンは∣∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣∣ = 1 (1.20)

です。また、積分領域は {(x, y) | y ≤ x}であるので、(
x

y

)
=

(
1 0

−1 1

)−1((
w

z

)
−

(
−µ

µ − m

))

=

(
1 0
1 1

)(
w + µ

z − µ + m

)

=

(
w + µ

w + z + m

)
(1.21)

より、{(w, z) | ∞ ≤ w ≤ ∞, −∞ ≤ z ≤ µ − m}と変換されます。よっ
て、以下を得ます。
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∫ ∞

−∞
N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

=
∫ ∞

−∞

∫ x

−∞

1
2πσv

exp
(

− (y − m)2

2v2 − (x − µ)2)
2σ2

)
dydx

=
∫ ∞

−∞

∫ µ−m

−∞

1
2πσv

exp
(

− (w + z)2

2v2 − w2

2σ2

)
dzdw

=
∫ µ−m

−∞

∫ ∞

−∞

1
2πσv

exp
(

− (w + z)2

2v2 − w2

2σ2

)
dwdz

=
∫ µ−m

−∞

∫ ∞

−∞

1
2πσv

exp

−1
2

(
w

z

)T ( 1
v2 + 1

σ2
1

v2

1
v2

1
v2

)(
w

z

) dwdz

(1.22)

ここで、∣∣∣∣∣ 1
v2 + 1

σ2
1

v2

1
v2

1
v2

∣∣∣∣∣ =
(

1
v2 + 1

σ2

)
1
v2 − 1

v2
1
v2 = 1

v2σ2 (1.23)

であるため、(
1

v2 + 1
σ2

1
v2

1
v2

1
v2

)−1

= v2σ2

(
1

v2 − 1
v2

− 1
v2

1
v2 + 1

σ2

)
=

(
σ2 −σ2

−σ2 v2 + σ2

)
(1.24)

よって、式 (1.22)は以下のように変形されます。
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1.2 確率論の種々の結果

∂Φ(z∗)
∂µ

= ϕ(z∗)∂z∗

∂µ

= ϕ(z∗) 1

v
√

1 + σ2

v2

= ϕ(z∗)

v
√

1 + σ2

v2

(1.32)

よって式 (1.31)と式 (1.32)を合わせて以下を得ます。
1
σ2 (I1 − µΦ(z∗)) = ϕ(z∗)

v
√

1 + σ2

v2

⇔ I1 = µΦ(z∗) + σ2ϕ(z∗)

v
√

1 + σ2

v2

(1.33)

よって示されました。

定理 1.2.6 (正規分布と標準正規分布の累積分布関数の積の二次モー
メント). σ ̸= 0, v ̸= 0とします。また

z∗ = µ − m

v
√

1 + σ2

v2
(1.34)

と置きます。また定理 1.2.5の左辺を I1 と置きます。このとき、以下
の式が成り立ちます。∫ ∞

−∞
x2N

(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

= 2µI1 + (σ2 − µ2)Φ(z∗) − σ4z∗ϕ(z∗)
v2 + σ2

(1.35)

Proof. 示したい等式の左辺を I2 と置きます。定理 1.2.5 の証明中の式
(1.30)より、
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∫ ∞

−∞

∂

∂µ
N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx = ∂Φ(z∗)

∂µ

⇔
∫ ∞

−∞

x − µ

σ2 N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx = ϕ(z∗)

v
√

1 + σ2

v2

(1.36)

両辺をさらに µで微分します。∫ ∞

−∞

∂

∂µ

x − µ

σ2 N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx = ∂

∂µ

ϕ(z∗)

v
√

1 + σ2

v2

⇔
∫ ∞

−∞

(
− 1

σ2 + (x − µ)2

σ4

)
N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

= ϕ′(z∗)(
v
√

1 + σ2

v2

)2

⇔ 1
σ4

∫ ∞

−∞
x2N

(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

− 2µ

σ4

∫ ∞

−∞
xN

(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

+
(

µ2

σ4 − 1
σ2

)∫ ∞

−∞
N
(
x | µ, σ2)Φ

(
x − m

v

)
dx

= −z∗ϕ(z∗)
v2 + σ2

⇔ 1
σ4 I2 − 2µ

σ4 I1 +
(

µ2

σ4 − 1
σ2

)
Φ(z∗) = −z∗ϕ(z∗)

v2 + σ2

⇔ I2 = 2µI1 + (σ2 − µ2)Φ(z∗) − σ4z∗ϕ(z∗)
v2 + σ2

よって示されました。

1.3 書籍3.6節の詳細
本章では、書籍の 3.6節にて扱ったエントロピー探索関数の計算の詳細

を説明します。
さて、我々が計算したかったエントロピー探索獲得関数の値は以下でし
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た。

Ep(y|x,Dn) [KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗))]

= Ep(y|x,Dn)

[∫
pmin(x∗|Dn ∪ (x, y)) log pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))

uX (x∗)
dx∗

]
(1.37)

式 (1.37) の期待値の中身 KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗)) を Monte
Carlo法により近似することを考えましょう。我々は、目的関数の定義域
を∆個の点 x1, . . . , x∆ で近似しました。それらを用いて以下のように積
分を近似します。

KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗))

=
∫

pmin(x∗|Dn ∪ (x, y)) log pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))
uX (x∗)

dx∗

≃ 1
∆

∆∑
i=1

pmin(xi|Dn ∪ (x, y)) log pmin(xi|Dn ∪ (x, y))
uX (xi)

(1.38)

uX は X 上の一様分布なので、uX (xi) = 1/|X |を代入して

KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗))

≃ 1
∆

∆∑
i=1

pmin(xi|Dn ∪ (x, y)) log (|X |pmin(xi|Dn ∪ (x, y)))
(1.39)

これを式 (1.37)に代入すると以下を得ます。
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Ep(y|x,Dn) [KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗))]

≃ Ep(y|x,Dn)[
1
∆

∆∑
i=1

pmin(xi|Dn ∪ (x, y))

log (|X |pmin(xi|Dn ∪ (x, y)))]

= 1
∆

∆∑
i=1

Ep(y|x,Dn) [pmin(xi|Dn ∪ (x, y))

× log (|X |pmin(xi|Dn ∪ (x, y)))]

= 1
∆

∆∑
i=1

∫ ∞

−∞
pmin(xi|Dn ∪ (x, y))

× log (|X |pmin(xi|Dn ∪ (x, y))) p(y|x, Dn)dy

(1.40)

我々は、pmin(xi|Dn ∪ (x, y)) を期待値伝播法を用いて q(xi|µ′
n, κ′

n)
として近似したのでした。この近似を用いると、さらに以下のように変形
できます。

Ep(y|x,Dn) [KL(pmin(x∗|Dn ∪ (x, y))∥uX (x∗))]

≃ 1
∆

∆∑
i=1

∫ ∞

−∞
pmin(xi|Dn ∪ (x, y))

× log (|X |pmin(xi|Dn ∪ (x, y))) p(y|x, Dn)dy

(1.41)

また、期待値伝播法を用いることで、qのパラメータ µ′
n, κ′

n による微分
を計算することができました。すなわち、以下の値が計算できていること
になります。

1. ∂q
∂µ′

n
: 第 i成分が ∂q

∂µ′
n(xi) であるような∆次元ベクトル

2. ∂2q
∂µ′2

n
: ij 成分が ∂2q

∂µ′
n(xi)µ′

n(xj) であるような∆ × ∆行列
3. ∂q

∂κ′
n

: ij 成分が ∂q
∂κ′

n(xi,xj) であるような∆ × ∆行列

エントロピー探索の元論文 [1]では、yの関数として q(xi|µ′
n, κ′

n)を一次
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近似1 し、これを上式に代入することで積分を近似しています。以降の計
算は省きますが、上記の q のパラメータ µ′

n, κ′
n による微分だけでなく、

パラメータ µ′
n, κ′

nの yによる微分などを計算する必要があり、非常に煩
雑です。計算量としては∆ × ∆行列の積計算が支配的で、O(∆3)です。
以上のように、エントロピー探索獲得関数の関数値の計算は、各点 xに

対して、期待値伝播法による近似の部分が支配的で O(∆4)かかります。
獲得関数の勾配の計算をしようと思えば、さらに近似計算が必要となり重
い計算が必要となります。

1.4 書籍3.7節の詳細
1.4.1 書籍の式 (3.136)の計算

書籍の 3.7 節の 3.7.4 項における p(f | Dn, C1, C2) を近似した式
(3.136) が f についての正規分布であることを計算によって示します。
まず、µf |w=0,y,z は z について線形であるため µf |w=0,y,z = Az + b

と置けます。さらに Σf |w=0,y,z は z に依存しないので、簡単のため
Σf |w=0,y,z = C と置きます。

1 この近似計算には伊藤の補題 [2] が用いられていますが、著者の確認した限りでは、添字
空間が多次元のガウス過程に対して適用することは一般には不可能であるため、その正当
性には疑念が残ります。
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∫
N
(

f | µf |w=0,y,z, Σf |w=0,y,z

)
N
(
z | µ̄, Σ̄

)
dz

∝
∫

exp
(

−1
2
(
(f − Az − b)T C−1(f − Az − b) + (z − µ̄)T Σ̄−1(z − µ̄)

))
dz

∝
∫

exp
(

−1
2
(
zT (AT C−1A + Σ̄−1)z

−2
(
(f − b)T C−1A + µ̄T Σ̄−1) z + (f − b)T C−1(f − b)

))
dz

∝
[∫

exp
(

−1
2

((
z − (AT C−1A + Σ̄−1)−1 (AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄

))T

(AT C−1A + Σ̄−1)
(
z − (AT C−1A + Σ̄−1)−1 (AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄

))))]
× exp

(
−1

2
(f − b)T C−1(f − b)

+1
2
(
AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄

)T (AT C−1A + Σ̄−1)−1 (AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄
))

∝ exp
(

−1
2

(f − b)T C−1(f − b)

+1
2
(
AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄

)T (AT C−1A + Σ̄−1)−1 (AT C−1(f − b) + Σ̄−1µ̄
))

∝ exp
(

−1
2
(
fT (C−1 − C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1AT C−1)f

−2
(
C−1b − C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1(AT C−1b − Σ̄−1µ̄)

)T
f
))

= exp
(

−1
2
(
fT (C + AΣ̄AT )−1f

−2
(
(C + AΣ̄AT )−1b + C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

)T
f
))

∝ exp
(

−1
2

((
f − (C + AΣ̄AT )

(
(C + AΣ̄AT )−1b + C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

))T

よって、書籍の式 (3.136)は f について確率分布なので、その分布は正規
分布であり、平均ベクトルと共分散行列はそれぞれ
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µf = (C + AΣ̄AT )

×
(
(C + AΣ̄AT )−1b + C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

)
Σf = C + AΣ̄AT

(1.42)

です。平均ベクトルは計算を行うとより簡単にできて以下のようになりま
す。

µf

= (C + AΣ̄AT )
(
(C + AΣ̄AT )−1b + C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

)
= b + (C + AΣ̄AT )C−1A(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

= b + (A + AΣ̄AT C−1A)(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

= b + AΣ̄(Σ̄−1 + AT C−1A)(AT C−1A + Σ̄−1)−1Σ̄−1µ̄

= b + Aµ̄

(1.43)

したがって、
µf = Aµ̄ + b

Σf = C + AΣ̄AT
(1.44)

として、書籍の式 (3.136)は正規分布N
(
f | µf , Σf

)と近似されます。
1.4.2 書籍の式 (3.138)の計算

書籍の式 (3.138)が
1
Z

Φ
(

f(x) − m

v

)
N
(
f(x) | µ, σ2) (1.45)

の形の確率分布となることは、以下のような計算によって確かめ
ることができます。簡単のため f = (f(x), f(x∗)) = (f1, f2)T , µf =

(µf1, µf2)T , Σf =

(
Σf11 Σf12

Σf21 Σf22

)
と置きます。すると
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∫
f(x∗)≤f(x)

N (f | µf , Σf )df(x∗)

=
∫

f2≤f1

N
(
f | µf , Σf

)
df2

=
∫

f2≤f1

N

((
f1

f2

) ∣∣∣∣∣
(

µf1

µf2

)
,

(
Σf11 Σf12

Σf21 Σf22

))
df2

∝
∫ f1

−∞
exp

(
−1

2
(f − µf )T Σ−1

f (f − µf )
)

df2

∝
∫ f1

−∞
exp

(
−1

2

(
fT Σ−1

f f − 2µT
f Σ−1

f f
))

df2

(1.46)

簡単のため A = Σ−1
f =

(
A11 A12

A21 A22

)
, b = Σ−1

f µf = (b1, b2)T と置きま

す。共分散行列の対称性より A12 = A21 です。すると
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d

∫ f1

−∞
exp

(
−1

2

(
fT Σ−1

f f − 2µT
f Σ−1

f f
))

df2

=
∫ f1

−∞
exp

(
−1

2
(
fT Af − 2bT f

))
df2

=
∫ f1

−∞
exp

(
−1

2
(
A22f2

2 + 2A12f1f2 + A11f2
1 − 2b1f1 − 2b2f2

))
df2

=
∫ f1

−∞
exp

(
−1

2
(
A22f2

2 − 2(b2 − A12f1)f2 + A11f2
1 − 2b1f1

))
df2

=

[∫ f1

−∞
exp

(
−1

2

(
A22

(
f2 − A−1

22 (b2 − A12f1)
)2
))

df2

]

× exp
(

−1
2

(A11f2
1 − 2b1f1) + 1

2
A−1

22 (b2 − A12f1)2
)

∝

[∫ f1

−∞
N
(
f2
∣∣ A−1

22 (b2 − A12f1), A−1
22
)

df2

]

× exp
(

−1
2
(
(A11 − A22A2

12)f2
1 − 2(b1 − A22A12b2)f1

))
∝

[∫ √
A22(f1−A−1

22 (b2−A12f1))

−∞
N (x | 0, 1) dx

]
× N

(
f1
∣∣ (A11 − A−1

22 A2
12)−1(b1 − A−1

22 A12b2), (A11 − A−1
22 A2

12)−1)
= Φ

(√
A22(f1 − A−1

22 (b2 − A12f1))
)

× N
(
f1
∣∣ (A11 − A−1

22 A2
12)−1(b1 − A−1

22 A12b2),

(A11 − A−1
22 A2

12)−1)
よって、以下のようにµ, σ, m, vを取れば、これはΦ(

(
f1−m

v

)
N (f1 | µ, σ2)

です。

µ = (A11 − A−1
22 A2

12)−1(b1 − A−1
22 A12b2)

σ =
√

(A11 − A−1
22 A2

12)−1

m = A−1
22

1+A−1
22 A12

b2

v = 1√
A22(1+A−1

22 A12)

(1.47)
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A, bはそれぞれ
A = Σ−1

f

= 1
|Σf |

(
Σf22 −Σf12

−Σf21 Σf11

)
b = Σ−1

f µf

= 1
|Σf |

(
Σf22 −Σf12

−Σf21 Σf11

)(
µf1

µf2

)

= 1
|Σf |

(
Σf22µf1 − Σf12µf2

−Σf21µf1 + Σf11µf2

)
(1.48)

であるため、µ, σ, m, vは以下のように計算されます。
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µ = (A11 − A−1
22 A2

12)−1(b1 − A−1
22 A12b2)

= |A|−1(A22b1 − A12b2)

= |Σf |
(

Σf11

|Σf |
b1 + Σf12

|Σf |
b2

)
= Σf11b1 + Σf12b2

= 1
|Σf |

(Σf11(Σf22µf1 − Σf12µf2) + Σf12(−Σf12µf1 + Σf11µf2))

= 1
|Σf |

(Σf11Σf22 − Σf12Σf21) µf1

= 1
|Σf |

|Σf |µf1

= µf1

σ2 = (A11 − A−1
22 A2

12)−1

= A22(A11A22 − A2
12)−1

= A22|A|−1

= 1
|Σf |

Σf11|Σf |

= Σf11

m = A−1
22

1 + A−1
22 A12

b2

= 1
A22 + A12

b2

= |Σf |
Σf11 − Σf12

1
|Σf |

(−Σf12µf1 + Σf11µf2)

= Σf11µf2 − Σf12µf1

Σf11 − Σf12

v2 = 1
A22(1 + A−1

22 A12)2

= A22

(A22 + A12)2

=
Σf11
|Σf |(

Σf11
|Σf | − Σf12

|Σf |

)2

= |Σf |Σf11

(Σf11 − Σf12)2 23
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(1.49)

よって、定理 1.2.4を用いると正規化定数 Z も計算できて、以下を得ま
す。

p(f(x) | Dn, C1, C2, C3) ≃ 1
Z

Φ(
(

f1 − m

v

)
N (f1 | µf1, Σf11) (1.50)

ただし、

m = Σf11µf2−Σf12µf1
Σf11−Σf12

v =
√

|Σf |Σf11
Σf11−Σf12

Z = Φ

 µf1−m

v

√
1+

Σf11
v2

 (1.51)

です。

1.4.3 書籍の式 (3.142)の計算

書籍の式 (3.142)を定める µn(x | x∗), σ2
n(x | x∗)はそれぞれ以下のよ

うにして計算することができます。簡単のため z∗ = µf1−m

v

√
1+

Σf11
v2

と置きま

す。書籍の式 (3.141)より Z = Φ(z∗)です。定理 1.2.5より、

µn(x | x∗) = 1
Z

∫
f1Φ(

(
f1 − m

v

)
N (f1 | µf1, Σf11)df1

= 1
Φ(z∗)

µf1 + Φ(z∗) + Σf11ϕ(z∗)

v
√

1 + Σf11
v2


= µf1 + Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2

(1.52)

また、定理 1.2.6より
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σ2
n(x | x∗)

= 1
Z

∫
f2

1 Φ
(

f1 − m

v

)
N (f1 | µf1, Σf11)df1 − µn(x | x∗)2

= 1
Φ(z∗)

(
2µf1Φ(z∗)µn(x | x∗) + (Σf11 − µ2

f1)Φ(z∗)

−
Σ2

f11z∗ϕ(z∗)
v2 + Σf11

)
− µn(x | x∗)2

= 2µf1

µf1 + Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2

+ Σf11 − µ2
f1

−
Σ2

f11z∗ϕ(z∗)
Φ(z∗)(v2 + Σf11)

−

µf1 + Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2

2

=

µf11 + Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2

µf11 − Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2


+ Σf11 − µ2

f1 −
Σ2

f11z∗ϕ(z∗)
Φ(z∗)(v2 + Σf11)

= Σf11 −
Σ2

f11ϕ(z∗)2

Φ(z∗)2(v2 + Σf11)
−

Σ2
f11z∗ϕ(z∗)

Φ(z∗)(v2 + Σf11)

= Σf11 −
Σ2

f11

v2 + Σf11

ϕ(z∗)
Φ(z∗)

(
ϕ(z∗)
Φ(z∗)

+ z∗

)
ここで書籍の式 (3.141)を用いると
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Σ2
f11

v2 + Σf11
=

Σ2
f11√

|Σf |2Σ2
f11

(Σf11−Σf12)2 + Σf11

= Σf11(Σf11 − Σf12)2

|Σf | + (Σf11 − Σf12)2

= Σf11(Σf11 − Σf12)2

Σf11Σf22 − Σ2
f12 + (Σf11 − Σf12)2

= Σf11(Σf11 − Σf12)2

Σf11Σf22 + Σ2
f11 − 2Σf11Σf12

= (Σf11 − Σf12)2

Σf11 + Σf22 − 2Σf12

z∗ = µf1 − m

v
√

1 + Σf11
v2

= sign(Σf11 − Σf12) µf1 − m

v2 + Σf11

= sign(Σf11 − Σf12)
µf1 − Σf11µf2−Σf12µf1

Σf11−Σf12√
Σ2

f11(Σf11+Σf22−2Σf12)
(Σf11−Σf12)2

= Σf11 − Σf12

Σf11
√

Σf11 + Σf22 − 2Σf12

Σf11(µf1 − µf2)
Σf11 − Σf12

= µf1 − µf2√
Σf11 + Σf22 − 2Σf12

(1.53)

よって、µn(x | x∗)および σ2
n(x | x∗)に代入して以下を得ます。

26



1.4 書籍 3.7 節の詳細

µn(x | x∗) = µf1 + Σf11ϕ(z∗)

Φ(z∗)v
√

1 + Σf11
v2

= µf1 + sign(Σf11 − Σf12)

√
Σ2

f11

v2 + Σf11

ϕ(z∗)
Φ(z∗)

= µf1 + Σf11 − Σf12√
Σf11 + Σf22 − 2Σf12

ϕ(z∗)
Φ(z∗)

σ2
n(x | x∗) = Σf11 −

Σ2
f11

v2 + Σf11

ϕ(z∗)
Φ(z∗)

(
ϕ(z∗)
Φ(z∗)

+ z∗

)
= Σf11 − (Σf11 − Σf12)2

Σf11 + Σf22 − 2Σf12

ϕ(z∗)
Φ(z∗)

(
ϕ(z∗)
Φ(z∗)

+ z∗

)
(1.54)
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